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XOTA prévia 
O âmbito da presente tese de dissertação confina-se à dedução e descrição de modelos 
de avaliação aplicáveis a opções sobre títulos de dívida pública de longo prazo ou a 
opções sobre futuros de títulos de dívida pública de longo prazo. Obviamente que, 
considerando o mesmo objecto de análise, seria possível alargar o âmbito do trabalho à 
formulação de estratégias de especulação ou de cobertura do risco de taxa de juro 
através da utilização dos produtos derivados em estudo. Contudo tal não irá acontecer, 
não só porque a definição de tais estratégias em pouco difere dos padrões standard 
associados às opções sobre acções (e descritos na maioria das obras acerca deste 
ultimo tipo de opções), como também porque o alargamento do âmbito da presente 
tese tomá-la-ia demasiado extensa e desprovida de coerência teórica. 
Em termos teóricos, o principal contributo deste trabalho consiste na realização de um 
esforço de organização e agregação dos diversos modelos de avaliação associados às 
opções financeiras em estudo. Isto porque, tais modelos encontram-se expostos em 
bibliografia dispersa (nomeadamente, em diversas publicações periódicas da 
especialidade) e os livros existentes focalizam a sua atenção nas opções sobre acções, 
dispensando às opções financeiras sobre taxas de juro de longo prazo um espaço muito 
reduzido. Por outro lado, nalguns casos ir-se-á transpor para o âmbito das opções em 
analise, técnicas de avaliação anteriormente utilizadas sobre diferentes activos 
subjacentes: por exemplo, proceder-se-á à aplicação dos métodos de Monte Carlo e 
das diferenças finitas à avaliação de opções sobre futuros de obrigações do Estado; 
deduzir-se-à a fórmula de avaliação completa resultante da aplicação da "aproximação 
polinomial de Geske-Johnson" às opções "americanas" sobre futuros de títulos de 
dívida pública de longo prazo (Robert E. Whaley apenas formalizou parte do modelo, 
no artigo "On Valuing American Futures Options", Financial Analysts Journal, Maio- 
Junho de 1986, pp. 49-59); e, aplicar-se-à o método das diferenças finitas ao modelo 
de Schaefer e Schwartz. 
No que concerne ao interesse prático de que esta tese poderá eventualmente revestir- 
se quando aplicada ao caso português, ele será certamente inequívoco quando e se for 
cnado um mercado de produtos derivados (futuros e opções) sobre obrigações 
emitidas pelo Estado português. Mas mesmo que tal desiderato não venha a 
concretizar-se (ao contrário do que o projecto de criação de um mercado de 
operações firmes a prazo", por parte da Bolsa de Valores do Porto, deixa prever; e 
ate porque os títulos de dívida pública de longo prazo consubstanciam o activo 
subjacente dos primeiros contratos derivados a serem implementados em qualquer 
bolsa), a aplicação prática das conclusões deste estudo encontra já campo de aplicação 
a dois níveis do sistema financeiro português. O primeiro nível diz respeito à avaliação 
de "warrants" recentemente emitidos, em diversas praças financeiras mtemacionais, 
sobre obrigações do tesouro português (a principal diferença entre este "warrant" e o 
objecto de análise do trabalho reside no facto de o primeiro ser emitido por uma 
ontidade privada). Em segundo lugar, a liberalização dos movimentos de capitais com 
o exterior tomou possível a aquisição de obrigações estrangeiras por parte de agentes 
economicos nacionais, cujo caso limite consiste na constituição de Fundos de 
Investimento Mobiliários com um património predominantemente assente em títulos de 
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dívida emitidos no estrangeiro. Assim, qualquer agente económico nacional com uma 
carteira de obrigações estrangeiras poderá ter interesse em definir estratégias de gestão 
da carteira que passem pela utilização de mercados estrangeiros de produtos 
derivados. 
Relativamente à organização do trabalho, foram considerados três grandes módulos. O 
primeiro é dedicado à descrição do modo de funcionamento dos contratos de opções 
sobre títulos de dívida pública de longo prazo, dos contratos de futuros sobre títulos 
de dívida pública de longo prazo e dos contratos de opções sobre futuros de títulos de 
dívida pública de longo prazo. Em seguida, no segundo capítulo da tese, procede-se ao 
estabelecimento de restrições sobre o valor das opções, com base no desenvolvimento 
de relações de arbitragem. Esta abordagem irá permitir deduzir limites de variação para 
o valor das opções (e portanto, definir as condições de exercício antecipado associadas 
a cada tipo de opção "americana") bem como estabelecer os denominados "teoremas 
de paridade put-call" (os quais serão objecto de utilização ao nível dos modelos de 
avaliação dos diversos tipos de opções "europeias"). Finalmente, o terceiro capítulo 
ocupa-se da dedução, descrição e apresentação da metodologia de utilização dos 
diversos modelos de avaliação de opções financeiras sobre taxas de juro de longo 
Prazo, sendo dividido em dois subcapítulos: um dedicado à avaliação de opções sobre 
títulos de dívida pública de longo prazo e outro adstrito à avaliação de opções sobre 
futuros de títulos de dívida pública de longo prazo. 
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1. DEFINIÇÕES e modo de funcionamento 
1.1. Terminologia 
Uma opção é um contrato no qual se consagra o direito de comprar {"call option") ou de 
vender ("put option") uma dada quantidade ("unidade de transacção") de um determinado 
activo ("activo subjacente"), a um determinado preço ("preço de exercício") e numa 
( opção europeia") ou até uma ("opção americana") data futura ("maturidade da 
opção"). 
Antes de avançar para o objecto de análise deste capítulo (estudo das opções financeiras 
sobre títulos de dívida pública de longo prazo), convém clarificar a terminologia contida 
na definição anterior; 
" Cali option versus Put option 
Uma "call option" é uma opção de compra, ou seja, um contrato que confere (ao seu 
comprador) o direito de comprar uma dada quantidade de um determinado activo, a um 
determinado preço e numa ou até uma data futura. Por seu turno, uma "put option" é uma 
opção de venda, isto é, um contrato que confere (ao seu titular) o direito de vender uma 
dada quantidade de um determinado activo, a um dado preço e numa ou até uma data 
futura. 
Como qualquer ura destes dois tipos de opções pode ser comprado ou vendido, então é 
possível adoptar uma de quatro posições básicas num mercado de opções, a saber: 
a compra de uma opção de compra, posição designada por "long cor//"; 
a venda de uma opção de compra, posição designada por "short cair, 
a compra de uma opção de venda, posição denominada por "longput"', ou 
a venda de uma opção de venda, posição designada por "short put". 
' Activo subjacente 
O activo subjacente a uma opção corresponde ao activo sobre o qual o comprador do 
contrato detém um direito (de compra ou de venda), sendo o seu valor representado ao 
longo do presente capítulo pela letra "S". 
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" Unidade de transacção (UT) 
A quantidade do activo subjacente que pode ser transaccionada mediante o exercício da 
opção dá-se o nome de "unidade de transacção". Tal como acontece com os contratos de 
fiituros", a dimensão da unidade de transacção varia de acordo com o activo subjacente. 
" ft"eço de exercício 
O preço de exercício de uma opção designa-se por "X" e traduz o valor ao qual o 
comprador do contrato pode (caso exerça a opção) comprar ou vender cada unidade do 
activo subjacente. 
Assim, relacionando o valor do activo subjacente (S) cora o preço de exercício da opção 
(X) é possível, do ponto de vista do comprador do contrato, tipificar a atractibilidade do 
exercicio da opção em três situações básicas, ou seja: 
pode ser atractivo, para o comprador, exercer a opção, situação na qual se convencionou 
afirmar que a opção está "in-the-money"; 
pode revelar-se indiferente o exercício da opção ou a sua manutenção em carteira, 
hipótese na qual é considerado que a opção está "at-the-money"', ou 
pode ser preferível manter a opção "viva" (isto é, não optar pelo seu exercício), dizendo- 
se então que a opção está "out-of-the-money". 
Tendo em conta a natureza da opção ("call" ou "put"), o seu posicionamento numa das 
tres situações standard anteriores pode ser resumido do seguinte modo: 
IN-THE-MONEY AT-THE-MONEY OUT-OF-THE- 
MONEY 
[1 CALL S>X SsX S<X 
LT PUT ~T S<X S = X S>X 
" QESâíLguropeia versus Opção americana 
Atendendo ao momento temporal no qual uma opção pode ser exercida, qualquer opção 
(seja ela "call" ou "put") pode ser classificada como "europeia" ou "americana" 
(independentemente do posicionamento geográfico do mercado onde ela é 
transaccionada). 
Assim, uma opção diz-se "europeia" quando apenas pode ser exercida, pelo comprador, 
na 51X3 t^ta de vencimento. Pelo contrário, uma "opção americana" pode ser exercida, pelo 
comprador, em qualquer momento anterior à sua data de vencimento. 
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" Mâíuridade da npçãn 
Designa-se por maturidade de uma opção e representa-se por "T" a data na qual ("opção 
europeia") ou até à qual ("opção americana") o comprador pode exercer o seu direito. 
■ Prémio 
O prémio de uma opção consiste no preço pago pelo seu comprador (ao respectivo 
vendedor), o qual corresponde ao valor do direito atribuído pela opção. 
O facto de a transacção de uma opção implicar o pagamento de um prémio por parte do 
seu titular, justifica-se na medida em que o direito subjacente a tal contrato somente pode 
ser exercido pelo comprador , ou seja, visto que uma opção é um contrato assimétrico. 
Isto porque, enquanto o comprador de uma opção possui o direito, e não a obrigação, de 
a exercer, já ao seu vendedor apenas cabe a obrigação estrita de vender ("call option") ou 
comprar ("put option") a quantidade convencionada do activo subjacente no caso de a 
outra parte executar o seu direito de exercício. 
No que concerne ao momento de pagamento do prémio, na maioria das bolsas o 
comprador da opção liquida o prémio na data de aquisição da mesma. Por seu lado, o 
vendedor da opção tem de constituir uma conta-margem, junto da "clearing house" I, até à 
data de vencimento do contrato e por forma a garantir o cumprimento das obrigações 
assumidas. Na verdade, o comprador possui um direito, não sobre um determinado 
vendedor, mas sim sobre a "clearing house", ou seja, o risco de crédito inerente ao 
contrato é transferido para esta última entidade, o que toma irrelevante, sob o ponto de 
vista do titular do contrato, o conhecimento da identidade do respectivo vendedor^. 
1.2. Perfis de lucro na data de exercício de posições básicas sobre opções 
O perfil de lucro de uma posição (compradora ou vendedora) sobre uma opção traduz as 
perdas e ganhos a ela associados, para diversos níveis do preço do activo subjacente (S) e 
num determinado período de tempo. O seu interesse reside no facto de a definição de 
rganismo, independente ou emanado da bolsa de opções, ao qual compete zelar pelo bom cumprimento 
s contratos celebrados. A sua forma de funcionamento é em tudo idêntica à das câmaras de 
compensação dos contratos "futuros". 
C)clavia, na LIFFE - London International Financial Futures Exchange- tanto o vendedor como o 
comprador de uma opção sobre um contrato "futuro" têm de constituir contas-margem, sendo o sistema de 
"^"Sem inicial, margem de manutenção e apuramento diário de resultados semelhante ao adoptado nas 
535 de "futuros" Deste modo, o prémio da opção continua a ser pago pelo comprador só que tal não 
acontece necessariamente na data de aquisição do contrato (tudo dependendo da evolução da cotaçao do 
ro ). De qualquer modo, ao longo deste trabalho será assumido o pagamento do prémio no inicio da 
agencia do contrato. 
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estratégias de cobertura (e de transacção) através de opções requerer o conhecimento do 
potencial de lucro associado a cada uma das quatro posições básicas na data de exercício 
das opções, até porque tais estratégias resultam muitas vezes da combinação de diversas 
posições básicas. 
^a definição dos gráficos que se seguem foi admitido que qualquer uma das partes 
envolvidas na transacção de uma opção actua como sendo um agente económico racional. 
Contudo, é obvio que na prática poder-se-ão observar excepções às preposições 
apresentadas (por exemplo, um comprador de uma "call" poderá exercê-la, apesar de a 
opção estar "out-of-the-money", unicamente por razões de ordem fiscal). 
1.2.1. Long call 
Gráfico I 
No gráfico I, "c" designa o 
prémio da "call", "rt" representa 
o lucro (ou prejuízo) obtido pelo 
seu comprador na data de 
exercício da opção e "S" traduz 
o preço do activo subjacente 
nessa mesma data. 
Se o preço de exercício da 
opção superar o valor do activo 
subjacente (S<X), o comprador 
não terá qualquer interesse em 
exercer o seu direito, ou seja, é 
preferível adquirir o activo subjacente no mercado spot. Consequentemente, a aquisição 
da opção traduzir-se-á na obtenção de um prejuízo equivalente ao prémio despendido no 
inicio da vigência do contrato, razão pela qual o perfil de lucro é horizontal para o 
intervalo de valores S e [0,X]. 
Caso contrário (S>X), já compensará exercer a opção uma vez que o activo subjacente é 
ttmis caro em mercado spot, razão pela qual 7C>-c. A partir do ponto S = X, o perfil de 
Ucro passa a ser representado por uma recta com uma inclinação de 45 graus, na medida 
eni que o resultado associado à compra da opção irá variar directamente com o preço do 
activo subjacente; ^ = S - X - c para S>X. 
^ Ponto de "break-even" deste investimento (rt = 0) ocorre quando o preço do activo 
^Jacente é igual à soma do preço de exercício com o prémio (S = X + c), pois caso tal 




exercé-la a "X" ou, em alternativa, comprar directamente o activo subjacente no mercado 
a vista ao preço "S". Este ponto é traduzido graficamente pela intersecção do perfil de 
lucro cora o eixo das abcissas. 
Esta posição básica toma-se lucrativa (7i>0) somente a partir do momento em que S>X-i-c, 
pois só assim a aquisição indirecta do activo subjacente via o exercício da "call" é 
preferível relativamente à estratégia de compra do activo em mercado spot. 
1.2.2. Short call 
Gráfico II 
Representando agora o 
lucro obtido na data de 
exercício de uma "call" pelo 
seu vendedor, se na data de 
exercício da opção o preço do 
activo subjacente for inferior ao 
preço de exercício da opção 
(S<X), então um comprador 
racional desta opção não a 
deverá exercer -conforme foi 
ilustrado anteriormente- e 
portanto o seu vendedor lucrará o prémio recebido no inicio da vigência do contrato (rc = 
c)- Daí o facto de o perfil de lucro corresponder a uma linha horizontal para o intervalo de 
valores S e [0,X]. 
No entanto, caso o preço do activo subjacente seja superior ao preço de exercício (S>X), 
então o lucro obtido pelo vendedor da "call" será necessariamente inferior ao prémio 
recebido (7t<c), visto que o comprador da opção deve-la-á exercer ao preço X e portanto 
0 seu vendedor terá de adquirir o activo subjacente, no mercado à vista, a um preço 
superior "S". Mais ainda, as perdas suportadas pelo vendedor da "call" em resultado do 
seu exercício (X-S) variam directamente com o preço do activo subjacente e portanto o 
perfil de lucro desta posição básica corresponde a uma recta com uma inclinação de 135 
graus (tt = -S + X + c) para S > X. 
^lesmo assim, a posição do vendedor de uma "call" permanece lucrativa até ao ponto S = 
X+c- Para este nível do preço do activo subjacente o resultado desta posição básica é nulo 
^ = 0), dado que os valores recebidos aquando da venda (c) e do exercício (X) da opção 




subjacente necessário para a liquidação do contrato3. A partir deste ponto, as perdas 
associadas ao exercício da opção por parte do seu comprador (X-S) não são compensadas 
pelo prémio recebido (c < X-S) e então a posição toma-se deficitária (tt < 0). 
1.2.3. Long put 
Gráfico III 
No gráfico Hl, "p" designa o 
prémio pago pelo comprador 
da opção de venda e "tc" 
representa o lucro obtido por 
este último, na data de 
exercício da "put". 
Para valores de "S" 
superiores ao preço de 
exercício (S>X) o perfil de 
lucro apresenta-se "flat" (tc = -p). Isto porque, como para tais níveis do preço do activo 
subjacente não se afigura racional o exercício da opção -pois, é preferível vender o activo 
subjacente no mercado spot por um preço superior - então o resultado da "put" resume-se 
ao prémio inicialmente pago. 
Quando a opção de venda está "in-the-money" (S<X), o seu exercício é a estratégia a 
adoptar por parte de um comprador racional, pois desse modo é possível obter um maior 
valor para o activo subjacente (do que aquele que é atribuído pelo mercado)4. Deste 
uiodo, o resultado auferido pelo detentor da opção de venda será necessariamente 
supenor ao prémio pago (7X>-p) e variará na mesma proporção da evolução do preço do 
actrvo (tc = -S + X-p), isto é, será representado por uma recta com uma inclinação de 135 
graus. No máximo, tal resultado será igual à diferença entre o preço de exercício e o 




esmo que o vendedor do contrato tenha em sua posse o activo subjacente na data de exercício da opção, 
nao necessitando portanto de o adquirir no mercado spot, este incorre sempre num custo de oportunidade, 
0 qual consiste no facto de ter de entregar ao comprador da "call" um activo pelo preço de X, quando, caso 
nao estivesse vinculado a tal obrigação, poderia transacciona-lo no mercado por um preço mais elevado 
^ formulação da decisão quanto ao exercício de uma opção, por parte do seu comprador, depende 
somente da relação existente entre "S" e "X", ou seja, em nada é afectada pelo valor do prémio da opção, 
^sto que tal prémio é pago no inicio da vigência do contrato e portanto terá de ser suportado quer a opção 
seJa exercida ou não. 
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De qualquer modo, a aquisição de uma opção de venda apenas será rentável (7t>0) a partir 
do ponto em que "S" se toma inferior à diferença entre o preço de exercício e o prémio 
pago. Nesta situação (S = X-p) e para o comprador, é indiferente ter adquirido a opção 
por "p" e, na data de exercício, vender o activo por "X" (ao vendedor da opção), ou então 
não ter comprado a "put" e recorrer ao mercado spot para ceder o activo ao preço "S"; 
pelo que, k - 0. 
1.2.4. Short put 
Gráfico IV 
Considere-se, por último, o 
perfil de lucro na data de 
exercício de uma opção de 
venda, mas desta feita sob o 
ponto de vista do seu 
vendedor (o qual é 
representado pela variável "tc" 
do gráfico IV). 
Se a opção estiver "out-of-the- 
money" (S>X), o seu 
comprador não deverá em 
principio exercê-la, pelo que o seu vendedor não terá de adquirir o activo subjacente ao 
preço de exercício e portanto o resultado obtido por este último será igual ao prémio 
recebido, isto é, 7t = p para S>X (troço horizontal do gráfico FV). 
Na hipótese contrária (S<X), o resultado auferido pelo vendedor da "put" será 
forçosamente inferior (7t<p), dado que, em princípio, a opção será exercida e 
consequentemente o vendedor terá de adquirir um activo pelo preço "X" quando, em 
mercado spot, ele apenas poderá ser vendido por "S". Mais ainda, as perdas associadas ao 
exercício da opção serão tanto maiores quanto mais baixo for o preço do activo 
subjacente (de onde decorre a inclinação positiva do perfil de lucro, para S<X) e variarão 
ua mesma proporção da variação de "S" (ti = S - X + p, ou seja, dix/dS = I). No limite, o 
Ptejuizo desta posição básica ascenderá à diferença negativa entre o preço de exercício 
(pago) e o prémio (recebido), quando o preço do activo subjacente é nulo. 
Tal como na posição básica anterior, o ponto de "break-even" (tc = 0) é alcançado quando 





exactamente compensado pelo prémio recebido (p) mais o valor obtido através da 
alienação do activo no mercado à vista (S). A partir deste ponto, as perdas associadas ao 
exercício da opção de venda (S-X) não conseguirão ser compensadas através do prémio 
recebido (p), e portanto tt < 0. 
1.2.5. Conclusões 
Com base nos quatro diagramas apresentados nos quesitos antecedentes, é possível retirar 
duas grandes ilações. 
Em primeiro lugar, constata-se que os perfis de lucro do comprador e do vendedor de 
uma mesma opção (seja ela uma "call" ou uma "put") são exactamente simétricos. Tal 
significa somente que o investimento em opções constitui um "jogo de soma nula", no 
sentido em que os ganhos ou perdas de uma das partes do contrato constituem as perdas 
ou os ganhos da parte contrária. 
Em segundo lugar, observa-se que o comprador de uma opção detém um potencial de 
perda limitado ao prémio pago e um potencial de lucro "ilimitado"^, enquanto que o 
vendedor de uma opção possui um potencial de lucro limitado ao prémio recebido e um 
potencial de perda "ilimitado". Este facto, toma o investimento em opções bastante 
atractivo uma vez que, não só permite o aproveitamento de evoluções favoráveis do preço 
do activo subjacente (ao contrário do que sucede com o recurso ao mercado de futuros) 
com também restringe o capital em risco ao prémio pago (o que não acontece em 
investimentos realizados directamente no mercado spot do activo subjacente). 
verdade há sempre um limite para o potencial de lucro de uma posição longa sobre uma opção: seja 
Porque, no caso de uma "call", existe um limite máximo de crescimento do preço do activo subjacente, ou 
Porque, no caso de uma "put", o preço do activo subjacente não pode ser negativo. 
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1.3. Opções financeiras sobre obrigações: modo de funcionamento 
A terminologia apresentada anteriormente bem como a descrição dos perfis de lucro 
associados às posições básicas sobre opções, aplicam-se a qualquer tipo de "opção" 
independentemente da natureza do activo subjacente. Todavia, dado que o objectivo deste 
trabalho consiste na análise de modelos de avaliação de opções financeiras sobre 
obrigações de dívida pública, toma-se então necessário conhecer de forma mais 
pormenorizada o funcionamento deste tipo particular de opções. 
Uma opção financeira não é mais do que uma opção cujo activo subjacente corresponde a 
um instrumento financeiro. Assim e retomando a definição apresentada no começo deste 
capítulo, pode-se dizer que uma opção financeira é um contrato que confere o direito de 
comprar ou de vender uma dada quantidade de um determinado activo financeiro, a um 
determinado preço e numa ou até uma data futura. 
O conjunto das opções financeiras pode ser decomposto em dois grandes grupos, a saber: 
i) as opções sobre taxas de juro de curto prazo6: e 
n) as opções sobre taxas de juro de longo prazo. 
Esta última categoria de opções financeiras, a qual irá constituir o objecto de análise do 
presente trabalho, ainda se desdobra em dois tipos: 
111) opções financeiras sobre títulos de dívida pública de longo prazo ("options on the 
spot"); e 
u2) opções financeiras sobre futuros de títulos de dívida pública de longo prazo ("options 
on futures"). 
1.3.1. Opções sobre títulos de dívida pública de longo prazo (TDP/LP) 
Uma opção sobre um título de dívida pública de longo prazo é então uma opção financeira 
cujo activo financeiro subjacente consiste numa determinada obrigação emitida pelo 
Estado a longo prazo. Dito de outro modo, tal opção é um contrato que consagra o 
direito de comprar ("call") ou de vender ("put") um determinado TDP/LP, a um dado 
preço e numa ("opção europeia") ou até uma ("opção americana") data futura. 
O prémio da opção é pago pelo comprador no inicio da vigência do contrato7 e incide 
sobre cada unidade monetária do valor de cada contrato, estando definido em unidades do 
As quais, por seu turno, ainda se subdividem em opções sobre títulos de divida pública de curto prazo 
Por exemplo, opções sobre Bilhetes do Tesouro) e em opções sobre taxas de juro do mercado monetário 
7^°r exeinplo, opções sobre futuros da taxa de juro do eurodolar a 3 meses). 
durante a sua vigência, de acordo com o sistema de margens em vigor na LIFFE. 
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valor nominal do TDP/LP subjacente. Assim sendo, o montante do prémio associado à 
aquisição deste tipo de opções é calculado do seguinte modo: 
Prémio (era valor) = UT . N . (c ou p)/Vn d) 
sendo, 
UT = unidade de transacção ou valor nominal do contrato (produto entre o 
número de obrigações incluído em cada contrato e o seu valor nominal); 
N = número de contratos celebrados; 
Vn = valor nominal do TDP/LP que serve de activo subjacente ao contrato; 
c = prémio de uma opção de compra ("call")^ 
p s prémio de uma opção de venda ("put"). 
Ê^WpJo N0I: Admita -se que um determinado Fundo de Investimento pretende adquirir 
20 opções de venda sobre obrigações de dívida pública a 5 anos, com ura cupão semestral 
de 13% e um valor nominal de 2.000$00, a um preço de exercício de 2.100500. 
Considere-se ainda que se tratam de contratos com um valor nominal de 10.000 contos e 
que o prémio a pagar por cada opção, para um preço de exercício de 2.100500, é de 
10500. 
Tal significa que para adquirir cada contrato é necessário pagar 0.5% (10500/2.000500) 
do seu valor nominal, ou seja, 50 contos (10.000 contos x 0.5%). Como, neste caso, há 
lugar à aquisição de vinte contratos, então o valor a pagar pelo seu comprador deverá ser 
de 1000 contos (50 contos x 20), ou seja, aplicando a formula (1): 
1000 contos - 10.000 contos x 20 x 10500/2.000500 
No que concerne ao modo de exercício deste tipo de opções, ele poderá ser executado 
Pelo comprador, na data de vencimento do contrato ("opções europeias") ou até esse 
^esmo momento, inclusive ("opções americanas"). Caso tal aconteça, o comprador de 
uma opção de venda (ou o vendedor de uma opção de compra) terá de entregar ao 
vendedor da "put" (ou ao comprador da "call") um número de TDP/LP subjacentes ao 
contrato igual a 
(UT. N)/Vn, (2) 
0u seja, um número de obrigações, subjacentes ao contrato, cujo valor nominal (produto 
cutre o n0 de títulos e o valor nominal de cada título) seja igual ao valor nominal do 
conjunto de contratos celebrados. 
Retomando o exemplo n0l, o exercício dos vinte contratos pelo Fundo de Investimento irá 
^licar a entrega, por parte deste, de 100.000 (10.000 contos x 20 x 1/2) obrigações de 
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dívida pública. Deste modo, como o valor nominal de cada obrigação é de 2.000$00, 
então o valor nominal do conjunto de obrigações entregue corresponderá a 200.000 
contos (200.000 obrigações x 2 contos), o que não é mais do que o valor nominal dos 
vinte contratos (10.000 contos x 20 contratos). 
Em contrapartida, o comprador da opção de compra (ou o vendedor da opção de venda) 
terá de pagar ao vendedor da "call" (ou ao comprador da "put") cada obrigação ao 
respectivo preço de exercício (bem como eventuais juros vencidos desde o vencimento do 
último cupão), isto é: 
sendo, 
Xc = preço de exercício da opção de compra; 
Xp s preço de exercício da opção de venda; e 
J 3 juros vencidos. 
Considerando novamente o exemplo n0!, suponha-se ainda que os contratos são 
adquiridos na data de vencimento de um cupão e que são exercidos passados três meses. 
Assim sendo, o Fundo de Investimento irá receber por cada uma das 100.000 obrigações 
entregues o respectivo preço de exercício (2.100$00), acrescido dos juros vencidos, o que 
perfaz: 
(10.000 contos x 20 contratos)/2 x 2.100$00 + 
+ 100.000 obrigações x 2.OOOSOO x 13% x 3/12 = 
^ 210.000 contos + 6.500 contos = 216.500 contos. 
Em síntese, o exercício, pelo comprador, de uma opção de compra (opção de venda) 
sobre um TDP/LP implica a compra (venda) do TDP/LP ao preço de exercício da opção; 
(UT . N)/Vn . Xc ou Xp + J (3) 
exercício 
LONG Xc CALL 
LONG Xp PUT 
LONG TDP/LP a Xc 
SHORT TDP/LP a Xp 
ll 
1.3.2. Opções sobre futuros de TDP/LP 
1.3.2.1. O activo subjacente: futuros sobre TDP/LP 
Antes de explicitar o modo de funcionamento deste tipo de opções, convém efectuar uma 
breve análise do respectivo activo subjacente. 
Em termos genéricos, um futuro é um contrato no qual duas partes (o comprador e o 
vendedor do futuro) fixam o preço ao qual um determinado activo (designado por activo 
subjacente) irá ser transaccionado numa determinada data futura (a data de vencimento do 
futuro). No fundo, um "futuro" corresponde à fixação de um preço a prazo, muito embora 
não deva ser confundido com um contrato a prazo (ou "forward") devido ao facto: 
0 de os futuros serem transaccionados num mercado organizado (Bolsa de futuros); 
n) de os futuros serem contratos altamente estandardizados8; e 
ni) de o risco de crédito de um contrato futuro estar substancialmente limitado, em virtude 
da existência de uma câmara de compensação ("Clearing House") e de um sistema de 
margens (inicial e de manutenção), conforme mais adiante será referido. 
Por seu turno, um futuro financeiro é um contrato futuro cujo activo subjacente é um 
produto financeiro. Assim, estes contratos podem ser subdivididos em três grandes 
categorias: 
0 futuros financeiros de divisas; 
u) futuros financeiros sobre índices; e 
m) futuros financeiros de taxas de juro, os quais poderão incidir sobre; 
1111) instrumentos de curto prazo (por exemplo, futuros sobre Bilhetes do 
Tesouro); ou 
1112) instrumentos de longo prazo. 
Ora, esta última categoria (iii2) constitui os designados futuros financeiros de taxas de 
juro de longo prazo, ou seja, os futuros sobre TDP/LP, os quais são normalmente o 
Primeiro tipo de futuro financeiro a ser implementado em qualquer bolsa de futuros. 
Seguidamente ir-se-á proceder à descrição das características essenciais deste contrato: 
" Prazo do contrato 
Tal como acontece com a generalidade dos "futuros", normalmente um contrato futuro 
sobre TDP/LP possui uma duração de três meses. 
80 que, apesar de retirar flexibilidade a este instrumento financeiro, fomenta a sua liquidez. 
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* XDP/LP estandardizado 
O activo subjacente de um futuro sobre taxas de juro de longo prazo consiste num título 
de divida pública (de taxa fixa, obviamente), pois tratando-se de uma obrigação emitida 
Pelo Estado então elimina-se o factor "risco de crédito" enquanto elemento de 
determinação da cotação do futuro (isto é, a evolução da cotação do futuro pode assim 
reflectir apenas as alterações verificadas ao nível da estrutura temporal de taxas de juro), 
^lais ainda, dada a existência de um grande número de TDP/LP cora características 
diferentes e de forma a fomentar a liquidez do contrato futuro, o título de dívida pública 
subjacente consiste num TDP/LP teórico (isto é, não transaccionado em mercado spot) 
estandardizado (ou seja, com ura valor nominal, uma taxa de cupão, a periodicidade dos 
cupões e a maturidade pré-defínidos e normalmente correspondentes às características 
nais comuns entre os títulos transaccionados no mercado à vista), definido pela bolsa de 
futuros. 
" Unidade de transacção 
A unidade de transacção ou valor nominal de um contrato futuro consiste no produto 
entre o número de TDP/LP estandardizados incluídos nesse contrato e o valor nominal 
desses mesmos títulos. Este parâmetro é definido pela bolsa de futuros e constitui ura 
limite mínimo imposto ao montante das transacções realizadas sobre estes instrumentos 
financeiros. 
Cotac ao 
Aquando da celebração do contrato futuro, ambas as partes fixam a cotação inicial do 
futuro e. até à sua data de vencimento, é formada diariamente uma cotação9 na bolsa de 
futuros, a qual irá permitir não só o apuramento diário do resultado do futuro como 
também a eventual liquidação do contrato antes do seu vencimento. 
No caso particular dos futuros sobre TDP/LP, a sua cotação corresponde ao valor actual 
dos cash-flows associados ao TDP/LP estandardizado subjacente ao contrato a partir da 
data de vencimento do futuro, sendo as taxa de actualização dadas pelas taxas de juro que 
0 mercado espera que vigorem no mercado à vista de títulos de dívida pública de longo 
Prazo, na data de vencimento do contrato, ou seja: 
F = S - CF> U ✓ _ —   
"><ksM [l + rj(m,k)| 
sendo, 
Fu = cotação do futuro no momento "u"; 
M s data de vencimento do TDP/LP estandardizado; 
^algumas bolsas a cotação dos futuros está sujeita a limites máximos de variação. 
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m = data de vencimento do contrato futuro (u < m < M); 
CFI( = cash-flow gerado (teoricamente) pelo TDP/LP estandardizado, no momento 
"k"; e 
C(m,k) s taxa de juro que, no momento "u", o mercado espera vir a vigorar entre 
os momentos "m" e "k". 
Considere-se um futuro sobre TDP/LP com vencimento dentro de dois 
meses- com uma cotação de 124.58 e cujo TDP/LP estandardizado subjacente apresenta 
as seguintes características; 
• valor nominal = 100; 
faxa do cupão = 14%; 
■ Periodicidade dos juros: cupão anual; e 
íempo em falta para a maturidade = 10 anos e dois meses. 
^ssim sendo e assumindo uma estrutura temporal de taxas de juro horizontal, podemos 
izer que o mercado espera que as taxas de juro dentro de dois meses rondem os 10%, 
pois; 
14.A 100 
Aiõio%+7 = 124.58, 
(1 + 0,1)' 
" Margem inicial 
Aquando da celebração de ura contrato futuro, o comprador e o vendedor são obrigados a 
„ ectuar um depósito de garantia junto da bolsa de futuros, o qual é designado por 
Margem inicial"'0. O objectivo consiste em criar uma conta-corrente entre o comprador 
ou o vendedor e a bolsa, através da qual será efectuada a liquidação diária dos resultados, 
ern conao garantir o bom pagamento desses mesmos resultados. 
Mlurarnento de resultados 
Variamente e até à liquidação do contrato, as contas-margem dos intervenientes no 
forcado de futuros sobre TDP/LP são debitadas ou creditadas pelo montante do resultado 
anO' 0 qual é apurado do seguinte modo: 
Resultado do dia "u" 
sendo 
F — F 
UT ■ N • —  
Vn 
ef. 
01 ^soninadas bolsas de futuros a margem inicial pode não ser realizada em numerário (mas sim 
ecrua£la> por exemplo, contra a entrega de títulos de divida pública de curto prazo). 
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UT = unidade de transacção do contrato; 
N = número de contratos celebrados; 
Fu = cotação do futuro no dia "u"
11; e 
Vn = valor nominal do TDP/LP estandardizado1-. 
For convenção, o resultado diário do futuro é recebido pelo comprador quando a cotação 
sobe (Fu > Fu_1) e recebido pelo vendedor se a colação descer (Fu < Fu_1), ou seja: 
  L 
Se 
^tuuiuayaw uu i c^uuauu uu IUL 
COMPRADOR VENDEDOR 
 F. > Recebe Paga 
  Paga Recebe 
Retomando o exemplo anterior, imagine-se que no dia seguinte a cotação do futuro passa 
124.58 para 123.80 e que o valor nominal de cada contrato ("UT") é de 10.000 contos. 
Se assim suceder, então o resultado associado a um contrato futuro (N ^ 1) será de 
lO.Onn v j s. 123.80- 124.58 
100 
frturofpois, 123.80 < 124.58). 
78 contos, o qual deverá ser pago pelo comprador do 
A u 
Margem de manutenção" constitui o limite mínimo da conta-corrente comprador/bolsa 
ou vendedor/bolsa. A este propósito e durante o processo de apuramento de resultados 
■O é, desde a celebração do contrato e até à sua liquidação), duas situações limite são 
Possíveis: 
0 quando o saldo da conta-margem se toma superior à margem inicial, então o comprador 
ou o vendedor podem sacar os fundos em excesso da conta; 
) quando o saldo da conta-corrente se toma inferior à margem de manutenção, então o 
Seu titular é obrigado a entregar à bolsa os fundos necessários (neste caso, forçosamente 
em nuiuerário) para repor a margem inicial.13 
Com vista a ilustrar o funcionamento do sistema de margens no mercado de futuros, 
oonsidere-se a evolução do saldo da conta-corrente de um comprador de um contrato 
otuiido no exemplo n0 2, sabendo-se ainda que a margem inicial corresponde a 1% do 
iTgT 7 nSor, trata-se da cotação de fecho fixada pela bolsa de futuros no final de cada sessão ("settlement 
i2p
Ce ■*' a qual corresponde normalmente à cotação a que foram realizadas as últimas transacções do dia. 
13 Ssral, convenciona-se igual a 100 unidades monetárias. 
aso contrário, a sua posição contratual será cancelada pela bolsa, mediante a realização de uma 
Oração inversa no mercado de futuros. 
15 
valor nominal do contrato (100 contos) e que a margem de manutenção é igual a 75% da 
n^rgem inicial (75 contos): 






diário do futuro 
(em contos) 
Variação do 






 u 120.00 . 
2 100 119.90 (10) .15 
J 90 119.70 (20) 3016 
4 100 119,70 
5 100 119.80 10 (10)17 
" Uaujdação do contrato 
A extinção de um contrato futuro pode ter lugar de duas formas: 
') ^egra geral, em qualquer momento compreendido entre as datas de celebração e de 
vencimento do futuro, mediante a realização, em bolsa, de uma transacção inversa à inicial 
(venda de um futuro pelo comprador ou compra de um futuro pelo vendedor); ou ainda 
u) Na data de vencimento do contrato, através da liquidação física do mesmo, ou seja, via 
entrega, por parte do vendedor, do activo subjacente. 
caso particular dos futuros sobre TDP/LP, como o activo subjacente consiste num 
TDp/Lp teórico estandardizado (não transaccionado em mercado), as bolsas de futuros 
Publicam uma listagem de TDP/LP disponíveis no mercado à vista e que podem ser 
utilizados na liquidação física dos contratos de futuros sobre TDP/LP: são os 
denominados TDP/LP de liquidação. 
^ssim, na data de vencimento do futuro, o seu vendedor tem de entregar ao respectivo 
eornprador um número de TDP/LP de liquidação18 tal que o valor nominal desse conjunto 
de obrigações (n0 de títulos de liquidação x valor nominal desses títulos) seja igual ao 
valor nominal do conjunto de contratos celebrados (UT x N), ou seja: 
(UT . N)/Vn(L) títulos de liquidação 
sendo, 
Vn(L) s valor nominal de cada TDP/LP de liquidação. 
^Margem inicial. 
* ao e necessário efectuar qualquer reforço, pois o saldo da conta-corrente ainda supera a margem de 
^anutenção: 100- 10 > 75. 
n^0"10 90 - 20 = 70 < 75, então há que repor a margem inicial (30 = 100 - 70). 
comprador pode retirar 10 contos da sua conta-margem, visto este ser o montante em excesso 
[eatwnmemeà margem inicial. 
TDP/LP de liquidação utilizado é seleccionado pelo vendedor na data de vencimento do futuro, de 
entre todas as obrigações presentes na listagem publicada pela bolsa 
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por seu turno, o comprador do ílituro paga cada título de liquidação recebido à cotação 
do futuro na sua maturidade19 (Fm) corrigida por um factor de conversão (constante na 
listagem dos títulos de liquidação e cujo significado será explicitado mais adiante), tendo 
também de entregar ao vendedor eventuais juros vencidos pelas obrigações de liquidação, 
'sto é, paga ao todo o montante 
UT-N F 
^x^xFcxVn(L) + J 
sendo. 
Fc = factor de conversão associado ao TDP/LP de liquidação utilizado; e 
J s juros vencidos. 
Concretizando, admita-se que, na data de vencimento, o vendedor do contrato descrito no 
exemplo n0 2 opta por proceder à sua liquidação física mediante a entrega de obrigações 
do Estado cora ura valor nominal de l.OOOSOO, reembolso na maturidade e um cupão 
semestral à taxa anual de 16%, tendo o último cupão sido liquidado há 3 meses. Se o 
actor de conversão associado a estes últimos títulos for igual a 1,07 e a cotação do futuro 
na ^riiridade ascender a 125.00, então o vendedor terá de entregar um número de títulos 
de liquidação igual a 
(10,000 contos x 1 contrato) / 1 conto = 10.000 TDP/LP de liquidação. 
Em n contrapartida, o comprador do contrato deverá pagar 
iilooo contos x 1 contrato x 125/100 x 1.07 x 1 conto + 
conto 
10.000 obrigações x 1 conto x 16% x 3 meses/ 12 meses = 
lJ-375 contos + 400 contos = 13.475 contos. 
' ^âctqr de conversão 
Na dstagem de TDP/LP de liquidação, publicada pela bolsa de futuros, é atribuído a cada 
n§açao um factor de conversão, o qual permanece constante durante toda a vigência do 
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Apesar de a transacção do "activo subjacente" ser feita à cotação final do futuro (Fm), em termos 
lvos 0 seu preço é formado com base na cotação do futuro à data de celebração do contrato, uma vez 
(dp a C^eren<'a enfe as duas cotações é compensada via liquidação diária dos resultados do futuro 
sprezando, evidentemente, os desfasamentos temporais entre o apuramento diáno de resultados e a 
^nidação física do contrato). 
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contrato. Cada factor de conversão expressa o número de TDP/LP estandardizados 
equivalente a cada um dos TDP/LP de liquidação, na data de vencimento do futuro. 
De facto, como o TDP/LP estandardizado é uma obrigação meramente teórica, então a 
liquidação física do futuro tem de ser efectuada através de uma outra obrigação de 
liquidação, de onde resulta a necessidade da existência de uma relação de equivalência 
entre o preço destes dois títulos aquando da data de vencimento do contrato. Por outro 
lado, essa relação de equivalência deverá ser tal que a taxa de rentabilidade efectiva obtida 
Pelo comprador do futuro ao pagar as obrigações de liquidação seja aproximadamente 
igual àquela que seria obtida caso fosse possível receber os TDP/LP estandardizados a um 
preço unitário dado pela cotação do futuro no seu vencimento. 
Deste modo, cada factor de conversão é calculado determinando-se o preço do respectivo 
TDP/LP de liquidação, por unidade monetária de valor nominal e na data de vencimento 
do futuro, para o qual a sua "yield to maturity" é igual à taxa do cupão do TDP/LP 
estandardizado; 




cfj = cash-flow unitário gerado pelo TDP/LP de liquidação no momento "k"; 
m' = data de vencimento do TDP/LP de liquidação; e 
j = taxa do cupão do TDP/LP estandardizado. 
* Obrigação de Menor Custo 
Não obstante o vendedor do futuro ter à sua disposição diversos TDP/LP de liquidação, 
ele deverá seleccionar aquele que lhe proporcione um maior diferencial positivo entre o 
É obvio que esta relação de equivalência só será exacta se Fm = Vn, pois apenas nesta hipótese a "yield 
to maturity" do TDP/LP estandardizado coincide com a sua taxa de cupão. Contudo, para que tal relação 
fosse perfeita haveria que: 
1 1 Determinar a "yield to maturity" (YTM) dos TDP/LP estandardizados, na data de vencimento do 
futuro, fazendo 
YTM: F = V -—CFk . ; 
J^MO + YTM) 
-0) Calcular o factor de conversão na data de vencimento do futuro, fazendo 
cf 
Pc = y  ih  
ra<kSm' (l + YTM)k ' 
Dra, este procedimento não permitiria que os factores de conversão fossem constantes durante a vida do 
futuro. 
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valor entregue pelo comprador do futuro, por obrigação de liquidação 
Fm 
^ Y™ * Fc x Vn(L) + J21), e o valor de transacção (valor de cotação acrescido de juros 
vencidos) dessa mesma obrigação22. Este TDP/LP de liquidação que maximiza o ganho do 
vendedor é designado por "obrigação de menor custo" e a sua adopção é extensível à 
generalidade dos titulares de posições "curtas" na data de vencimento dos futuros. 
Consequentemente, na data de vencimento do futuro, a sua cotação final corrigida 
pelo factor de conversão da obrigação de menor custo converge para o valor de 
cotação desse mesmo TDP/LP de liquidação, isto é, 
^xFcxVn(L) = Vcm{L) 
sendo. 
Vcm(L) = valor de cotação do TDP/LP de liquidação, na data de vencimento do 
futuro. 
Isto porque, a não verificação da anterior igualdade implicaria a existência de 
0Portunidades de arbitragem, as quais seriam imediatamente anuladas através da 
Prossecução de uma das seguintes estratégias: 
\\ F i) caso —^ x Fc x Vn(L) > Vcm(L), haveria simultaneamente lugar à compra de 
Vn 
obrigações de menor custo, ao preço de "Vcm(L)+J", e à venda de futuros, os quais 
scnam liquidados com as obrigações compradas e proporcionariam um encaixe financeiro 
. „ Fm 
x Fc x Vn(L) +J". A implementação desta estratégia pressionaria a cotação dos 
ftrturos no sentido da baixa (e tenderia a elevar o preço das obrigações) até ser 
restabelecida a anterior relação de equilíbrio; 
u) Na hipótese contrária, assistir-se-ia à compra de futuros e consequente alienação das 
obrigações de menor custo (recebidas via futuros e pagas a x Fc x Vn(L) +J") por 
Vn 
um preço de "Vcm(L)+J", daí resultando uma subida da cotação dos futuros (e descida do 
Preço das obrigações) conducente ao restabelecimento da anterior igualdade. 
^Juros vencidos por cada TDP/LP de liquidação. 
Afinal, o custo (explícito ou implícito) de cada obrigação (adquirida ou não vendida) utilizada na 
■quidação física do contrato. 
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1.3.2.2. O contrato de opção 
Ao contrário de uma opção "on the spot", uma opção sobre um fiituro de um TDP/LP 
consagra o direito de comprar ("call") ou de vender ("put") um contrato "futuro" sobre 
esse TDP/LP (e não o próprio título), a um determinado preço e numa ("opção europeia") 
ou até uma ("opção americana") data futura. Isto é, o activo subjacente à opção é um 
contrato "futuro" e não um TDP/LP. Aliás, esta é a razão pela quaL as datas de 
vencimento deste tipo de opções coincidem com as maturidades definidas para os 
contratos "futuros" subjacentes21. 
Desta forma, o exercício de uma opção sobre um futuro de TDP/LP faz com que o 
comprador de uma opção de compra (ou o vendedor de uma opção de venda) passe a ser 
comprador de um futuro, com uma cotação inicial igual ao preço de exercício da opção, e 
o comprador de uma opção de venda (ou o vendedor de uma opção de compra) passe a 
ser vendedor de um futuro, também com uma cotação inicial idêntica ao preço de 
exercício da opção: 
exercício 
LONG Xc CALL => LONG Xc FUTURE 
LONG Xp PUT => SHORT Xp FUTURE 
Por outro lado e tal como acontece nos futuros financeiros sobre taxas de juro de longo 
Prazo, o activo financeiro subjacente aos contratos "futuros" sobre os quais incidem estas 
0PÇões continua a ser um TDP/LP estandardizado e meramente teórico (ou seja, um título 
nao transaccionado em mercado spot). 
P-elativamente ao prémio da opção, ele também é pago peio seu comprador no inicio da 
sua vigência (ou ao longo da sua duração, de acordo cm o sistema de margens em vigor 
na LIFFE) e incide sobre cada unidade monetária do valor do contrato, estando definido 
ein unidades do valor nominal do TDP/LP estandardizado. Mais uma vez, a sua fórmula 
de cálculo é dada por: 
Prémio (em valor) = UT . N . (c ou p)/Vn (4) 
sendo, 
UT s unidade de transacção ou valor nominal do contrato (produto entre o 
número de TDP/LP estandardizados incluído em cada contrato e o seu valor 
nominal); 
N = número de contratos celebrados; 
Vn = valor nominal do TDP/LP estandardizado; 
Portanto, também as opções sobre futuros funcionam normalmente por ciclos trimestrais. 
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c s prémio de uma opção de compra ("caU");e 
p = prémio de uma opção de venda ("put"). 
Exemplo ;v
oj: Imagine-se que uma determinada instituição de crédito pretende adquirir 21 
0PÇÕes de venda sobre futuros de TDP/LP com um preço de exercício de 120.00 e a um 
premio de I. Considere-se ainda que o valor nominal de cada contrato é de 10.000 contos 
e loo o valor nominal do TDP/LP estandardizado é igual a 100. 
De acordo com os parâmetros deste exemplo, o comprador das "put options" terá então 
de pagar 1% (1/100) do valor nominal dos 21 contratos (10.000 contos x 21 contratos), 
isto é, 
(10.000 contos x 21 contratos) x 1/100 = 2.100 contos. 
Quanto ao exercício da opção (pelo seu comprador), ele poderá ocorrer apenas na data de 
vencimento da opção (e do futuro), caso se trate de uma "opção europeia", ou em 
Qualquer momento não posterior a essa data, no caso das "opções americanas". Como os 
procedimentos decorrentes do exercício de uma opção sobre futuros de TDP/LP variam 
ern função do momento no qual o exercício ocorre, ir-se-á analisar cada hipótese de per si. 
1 * ^grgício numa data anterior à maturidade da opção 
Tal como foi referido anteriormente, o exercício de uma opção sobre futuros implica a 
transformação de uma posição sobre o mercado de opções para a correspondente posição 
sobre o mercado de futuros. Portanto, caso o exercício da opção ocorra antes de atingida 
a sua data de vencimento (bem como antes da maturidade do "futuro" a ela associado), em 
princípio, haverá apenas que proceder ao apuramento do resultado do futuro, o qual 
(tendo em conta a metodologia definida no quesito 1.3.2.1.) corresponderá a 
LT • N . (F, - Xc ou Xp)/Vn (5) 
sendo, 
1 = momento de exercício da opção, anterior à data de vencimento desta; 
F, = cotação do futuro no momento "1"; 
Xc s preço de exercício de uma opção de compra; e 
Xp = preço de exercício de uma opção de venda. 
Todavia, se na data de exercício da opção for efectuada, no mercado de futuros, uma 
0Peração simétrica à posição resultante do exercício da opção, ou seja, se o 
Vendedor/comprador de "futuros" comprar/vender esses mesmos "futuros" à cotação "FT, 
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então proceder-se-á à liquidação do resultado anterior, de acordo com o seguinte 
critério;14 
Se F] > Xc ou Xp o comprador da "call" (vendedor da "put") recebe 
UT . N . (F| - Xc ou Xp)/Vn 
Se F| < Xc ou Xp => o vendedor da "cail" (comprador da "put") recebe 
UT . N . (F, - Xc ou Xp)/Vn 
Com o intuito de ilustrar a aplicação do critério anterior, retome-se o exemplo n0 3 e 
admita-se que a instituição de crédito exerce as opções passados dois meses (1 = 2) e à 
cotação 110.00 (F,). Tal significa que o banco em causa passará a dispor de uma posição 
curta sobre 21 contratos "futuros" de TDP/LP, com uma cotação inicial de 120.00 e 
Portanto a sua conta-margem apresentará um saldo de 
110.000 contos x 21 x(110 - 120)/100| = 21.000 contos. 
^ais ainda, caso a instituição de crédito compre, nessa mesma data (e portanto à cotação 
de 110.00), 21 contratos "futuros", então ela anulará a sua posição sobre o mercado de 
futuros e portanto receberá o saldo da sua conta-margem (21.000 contos). 
111 gxgrcicio na data de vencimento da opção 
Apesar de o exercício de uma opção sobre futuros resultar numa posição sobre o mercado 
destes últimos produtos financeiros, como a data de vencimento da opção coincide com a 
Maturidade do futuro subjacente então, há que proceder não só ao apuramento do 
resultado do futuro mas também à sua liquidação bem como à liquidação física de cada 
contrato. 
ii 1) liquidação do resultado do futuro 
Quando uma opção sobre futuros de TDP/LP é exercida na sua maturidade, então o 
resultado global do futuro é apurado de acordo cora a seguinte fórmula 
UT . N . (Fx - Xc ou Xp)/Vn (6) 
em que, 
T = data de vencimento da opção (T > 1); 
Ft s cotação do futuro no momento "T"; 
Atendendo a este critério, torna-se evidente que o exercício de uma "call" é atractivo, para o seu 
comprador desde que F, > Xc. Pelo contrário, o comprador de uma "put" tenderá a exercé-la quando p! < 
Xp. 
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Xc = preço de exercício de uma opção de compra; 
Xp = preço de exercício de uma opção de venda, 
sendo liquidado em consonância com o critério abaixo exposto: 
Se Fj > Xc ou Xp => o comprador da "caH" (vendedor da "put") recebe 
UT . N . (Fj - Xc ou Xp)/Vn 
Se Ft < Xc ou Xp => o vendedor da "calI" (comprador da "put") recebe 
UT . N . (FT - Xc ou Xp)/Vn 
ii2) liquidação física dos contratos 
Por outro lado, o vendedor do futuro (ou seja, o vendedor da "call" ou o comprador da 
'put") tem de entregar ao comprador do futuro (comprador da "call" ou vendedor da 
put") um número de TDP/LP de liquidação, de entre os constantes na listagem publicada 
pela bolsa, tal que o valor nominal desse conjunto de obrigações (n0 de títulos de 
liquidação x valor nominal desses títulos) seja igual ao valor nominal do conjunto de 
contratos (UT . N). Portanto, o número de TDP/LP de liquidação a entregar pelo 
vendedor do futuro deverá ser igual a 
(UT. N)/Vn(L) (7) 
sendo, 
Vn(L) = valor nominal de cada TDP/LP de liquidação. 
Em contrapartida, o comprador do futuro irá pagar cada obrigação de liquidação, 
entregue pelo vendedor do futuro, à cotação da data de vencimento (FT) corrigida pelo 
factor de conversão associado a esses mesmos títulos (havendo ainda que considerar 
eventuais juros vencidos pelos títulos de liquidação), ou seja, terá de desembolsar o 
montante 
UT N Ft 
— x^xV„(L) + J (8) 
sendo, 
Fc = factor de conversão do TDP/LP de liquidação utilizado; e 
J = juros vencidos. 
Voltando novamente ao exemplo n0 3, admita-se agora que a instituição de crédito opta 
Por exercer as opções na sua data de vencimento (decorridos três meses, por hipótese). 
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mediante a entrega de obrigações do Estado com um cupão semestral à taxa anual de 14% 
e com um valor nominal de 2.000$00. Considere-se ainda que as obrigações de liquidação 
utilizadas pelo banco possuem um factor de conversão igual a 1.05, que a cotação dos 
futuros, na sua maturidade, é de 105 e que as opções foram adquiridas dois meses após o 
vencimento do último cupão das obrigações de liquidação. 
Caso tal aconteça, a instituição de crédito irá, na data de vencimento dos contratos, 
receber (pois, 105 < 120) um valor de 
110.000 contos \ 21 contratos x (105 - 120) / 100| = 3 1.500 contos 
e terá de entregar ao comprador dos futuros (vendedor das "put options") um número de 
obrigações de liquidação igual a 
(10.000 contos x 21 contratos) / 2 contos = 105.000 TDP/LP de liquidação25. 
Em troca das 105.000 obrigações entregues, o banco deverá receber26 
10,000 contos x 21 contratos x 105/100 x 1.05 x 2 contos + 
2 contos 
+ 105.000 obrigações x 2 contos x 14% x (2 meses + 3 meses) / 12 meses = 
= 231.525 contos + 12.250 contos = 243.775 contos. 
"5Deste modo, o valor nominal do conjunto de TDP/LP de liquidação (105.000 obrigações x 2 contos) 
coincide com o valor nominal dos contratos (10.000 contos x 21 contratos). 
2f>No fundo, o banco recebe 2.205$00 (105/100 x 1.05 x 2.000$00) por cada uma das 105.000 obrigações 
bem como os juros referentes a 5 meses do próximo cupão semestral. 
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2. O VALOR DE UMA OPÇÃO: DETERMINANTES E RELAÇÕES DE 
ARBITRAGEM. 
O objectivo desta parte do presente trabalho consiste em definir os parâmetros e as 
relações de arbitragem que condicionam a evolução do valor de uma opção. Isto porque, 
por um lado, a formulação de estratégias de gestão de carteiras de obrigações através da 
utilização de opções sobre TDP/LP requer muitas vezes o conhecimento de tais 
parâmetros. Por outro lado, porque a definição de modelos de valorização de opções 
(imprescindíveis para a determinação dos parâmetros anteriormente referidos) baseia-se na 
utilização das relações de arbitragem desenvolvidas neste quesito do trabalho. 
Ao longo da exposição, por uma questão de simplicidade, trabalhar-se-á em termos 
unitários, ou seja, considerar-se-ão opções (teóricas) sobre uma unidade do activo (ou 
contrato futuro) subjacente. 
2.1. O valor intrínseco e o valor tempo 
O valor de uma opção pode ser analisado como consistindo na soma de duas 
componentes: 
VALOR DA OPÇÃO = VALOR INTRÍNSECO + VALOR TEMPO (9) 
Quanto ao designado valor intrínseco, ele corresponde ao valor de exercício da opção, ou 
seja, ao lucro obtido pelo comprador do contrato através do seu exercício27 . 
No caso de uma opção de compra ("europeia" ou americana"), o seu valor intrínseco é 
dado por: 
- opções "on the spot": c(VI) = max [ 0, S - X 1 (10) 
- opções sobre futuros: c(VI) = max [ 0, F - X ] (11) 
sendo, 
c(VI) = valor intrínseco da "call"; 
X = preço de exercício da opção; 
S s cotação do activo subjacente à opção; e 
F = cotação do futuro subjacente à opção. 
Lucro efectivo, no caso de uma "opção americana" e lucro potencial, no caso de uma "opção europeia" 
antes da sua data de vencimento. 
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As fórmulas (10) e (11) podem ser facilmente justificadas tendo em conta a política óptima 
de exercício a adoptar por parte do comprador de uma opção de compra. Assim, se a 
opção estiver "out-of-the-money" ou "at-the-money" (S ou F < X) então o seu detentor 
não a irá exercer, pelo que o valor intrínseco da "calT é igual a zero. Pelo contrário, se a 
"call" estiver "in-the-money" (S ou F > X) então o seu possuidor lucrará, com o seu 
exercicio, a diferença entre a cotação do activo ou futuro subjacente e o preço de 
exercício, já que irá adquirir por "X" alao pelo qual poderá obter, no mercado, um valor 
"S" ou "F". 
Tratando-se de uma opção de venda ("europeia" ou "americana"), as fórmulas (10) e (11) 
transformam-se em; 
- opções "on the spot": p(VI) = max [ 0, X - S 1 (12) 
opções sobre futuros: p(VI) = max [ 0, X - F 1 (13) 
sendo. 
p(VI) = valor intrínseco da "put". 
Isto porque, se a opção estiver "out-of-the-money" ou "at-the-money" (S ou F > X), o seu 
comprador não a exercerá e portanto o valor intrínseco da "put" será nulo. Caso contrário 
(S ou F < X), a opção será exercida permitindo obter um valor de "X" para um activo que 
o mercado apenas valoriza a "S" ou "F", ou seja, possibilitando a contabilização de um 
lucro de "X-S" ou "X-F". 
Os gráficos V e VI sintetizam as conclusões anteriores: 
Gráfico V Gráfico VI 








Relativamente ao valor tempo, este é dado pela diferença, não negativa28, entre o valor da 
opção e o seu valor intrínseco: 
- opções de compra; c(VT) = c - c(VI) (14) 
- opções de venda; p(VT) = p - p(V[) (15) 
sendo, 
c = valor de uma "call"; 
c(VT) = valor tempo de uma "call"; 
p = valor de uma "put"; e 
p(VT) = valor tempo de uma "put". 
Esta componente do valor de uma opção resulta da probabilidade atribuída à ocorrência 
de uma evolução favorável29 ao nível do preço do activo subjacente ("S" ou "F"), até ao 
termo da vida do contrato. Ou seja, o valor tempo de uma opção traduz o valor atribuído 
a probabilidade de, no decurso da vigência do contrato, a opção passar de uma situação 
"out-of-the-money" para uma posição "in-the-money" ou de esta última se acentuar. 
Concretizando, c(VT) traduz o valor atribuído à probabilidade de "S7"F" ultrapassar "X" 
ou de "S7"F" aumentar durante a vida da "call", enquanto que p(VT) valoriza a 
probabilidade de "S7"F" tomar-se inferior a "X" ou de "S"/"F" declinar durante o tempo 
em falta até à maturidade da "put". 
O conceito de valor tempo de uma opção pode ser facilmente ilustrado retomando o 
exemplo n0l e assumindo que a cotação das obrigações, no mercado spot, é de 2.096$00. 
De facto, sabendo-se que o valor de mercado da opção de venda é de 10$00 e que o seu 
valor intrínseco corresponde a 4$00 (2.100$00 - 2.096500), então o seu valor tempo 
ascende a 6$00 (10500 - 4$00). Neste caso, esta última componente do prémio da "put" 
(6$00) equivale ao valor atribuído à probabilidade de a cotação das obrigações em 
mercado spot toraar-se inferior a 2.096500. 
Os gráficos Vil e VIU permitem visualizar a evolução do valor tempo de uma opção em 
ftmção da cotação assumida pelo activo subjacente, ilustrando também a representação 
gráfica da curva do prémio da opção: 
'8P01S, o valor tempo de uma opção é sempre superior ou igual a zero, excepção feita a opções de compra 
"europeias" sobre TDP/LP que gerem um elevado volume de fluxos financeiros durante a vida do contrato, 
a opções de venda "europeias" sobre TDP/LP que não libertem cupões (até ao momento "T") e que estejam 
"deep in-the-money" e a opções de compra "europeias" sobre futuros de TDP/LP que estejam "deep-in-the- 
money". Estas excepções serão objecto de análise nos quesitos 2.4.1.2., 2.4.2. L, e 2.4.1.3., 
respectivamente. 
29 Sob o pnsma do comprador da opção. 
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Em ambos os gráficos é visível que o valor tempo de uma opção é máximo quando existe 
uma situação "at-the-money" (S ou F = X) e é tanto menor quanto mais a opção estiver 
"out-of-the-money" ou "in-the-money". Tal acontece, pois quanto mais uma opção estiver 
"out-of-the-money" ou "in-the-money", menor será a probabilidade de ocorrência de uma 
evolução favorável ao nível do preço do activo (ou contrato futuro) subjacente. 
Por outro lado, como o valor de uma opção corresponde à soma dos seus valores 
intrínseco e tempo, então é natural que a curva representativa do seu valor tenha uma 
inclinação positiva, no caso de uma "call", ou uma inclinação negativa, tratando-se de uma 
"put", sendo a sua concavidade, em ambos os casos, "voltada para cima" (curvas 
convexas). No caso de uma opção de compra, para o intervalo de valores S,F < X, a curva 
do seu preço (c) tem uma inclinação positiva e é convexa devido ao facto de o seu valor 
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tempo ser crescente com o preço do activo (ou do contrato futuro) subjacente30. Para "S" 
ou "F" superiores a "X", a inclinação positiva da curva resulta do facto de o valor 
intrínseco da opção crescer com o preço do activo/contrato subjacente e a sua 
convexidade é justificada tendo em conta que o valor tempo da "call" varia inversamente 
com "S" ou "F"31 . Por seu turno, tratando-se de uma opção de venda e para valores de 
"S" ou "F" inferiores a "X", a inclinação negativa associada à curva representativa do 
preço da "put" deriva do facto de o seu valor intrínseco decrescer com "S" ou "F", 
enquanto que a convexidade da função preço é explicada pela existência de um valor 
tempo crescente32. Para valores de "S" ou "F" acima de "X", a curva do preço da opção de 
venda mantém-se convexa e cora inclinação negativa, mas desta feita em virtude da 
existência de um valor tempo decrescente era "S" ou "F"33. 
Enquanto que o valor intrínseco de uma opção permanece constante durante toda a 
maturidade do contrato, para cada nível de "S" ou "F", já o valor tempo decresce à 
medida que a opção (de compra ou de venda) se aproxima da sua data de vencimento. Isto 
porque, quanto menor for o tempo em falta para a maturidade da opção, tanto menor será 
também a probabilidade de ocorrência de uma evolução favorável ao nível do parâmetro 
"S" ou "F". Graficamente, tal significa que, durante a vigência do contrato, a curva 
representativa do preço de uma opção tende para o diagrama associado ao seu valor 
intrínseco, coincidindo com este último na maturidade da opção. Ou seja, na data de 
vencimento de uma opção, o seu valor tempo é nulo, donde o seu preço é dado pelo 
respectivo valor intrínseco34 : 
- opções "on the spot" 
c.r = 
ST-X <=ST>X 




T T =maxrO,X-STl (17) 
PT '0 <Í=St>X 
30 Pois, quanto maior for "S" ou "F", tanto menos a opção estará "out-of-the-money", e portanto maior 
será a probabilidade de o contrato passar para uma situação "in-the-money". 
31 Na verdade, à medida que "S" ou "F" aumenta, a "call" fica cada vez mais "in-the-money", reduzindo- 
se assim a probabilidade de ocorrência de uma evolução favorável ao nível de "S" ou "F". 
32 Isto porque, quanto maior for "S" ou "F", tanto menos a opção estará "in-the-money", sendo 
consequentemente maior a probabilidade de "S" ou "F" descer. 
33 Neste caso, porque à medida que "S" ou "F" aumenta, a opção torna-se também cada vez mais "out-of- 
the-money" e portanto diminui a probabilidade de a "put" passar a estar "in-the-money". 
Esta observação é pertinente, dado que, conforme mais adiante será demonstrado, o preço de uma opção 
corresponde ao valor actual do seu valor intrínseco na maturidade, ponderado, obviamente, pela 
probabilidade de o contrato terminar a sua duração numa situação "in-the-money". 
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sendo, 
Cj- s valor de uma opção de compra "on the spot" ("europeia" ou "americana"), na 
sua data de vencimento; 
pT = valor de uma opção de venda "on the spot" ("europeia" ou "americana"), na 
sua data de vencimento; 
S-j. = cotação do activo subjacente, na maturidade da opção; 
T = data de vencimento da opção. 
- opções sobre futuros 
, FT - X <= FT > X 
. cT = < = maxíí), F,r - Xl (18) 
T 1 0 F r < X 
X - F <rr FT < X 
. pT =
r T = maxfO, X - Ft1 (19) T [0 <Í=Ft>X 
sendo, 
cr = valor de uma opção de compra sobre futuros ("europeia" ou "americana"), na 
sua data de vencimento; 
pT == valor de uma opção de venda sobre futuros ("europeia" ou "americana"), na 
sua data de vencimento; 
Ft = cotação do contrato futuro subjacente, na maturidade da opção; 
T = data de vencimento da opção. 
As quatro fórmulas anteriores, apesar de intuitivas, podem ser formalmente demonstradas. 
Assim, quando qualquer uma das opções anteriores termina "out-of-the-money", então 
não será levado a cabo o seu exercício e portanto o valor do contrato será nulo. Caso 
contrário, isto é, se a opção terminar "in-the-money", a não existência de oportunidades 
de arbitragem implica a verificação das quatro equações: 
- opções "on the spot" 
. opção de compra (ST > X) 
ESTRATÉGIAS DE ARBITRAGEM 
SE cT> ST - X cash flow SE cr< ST - X cash flow 
Long asset - ST Long call 
Short call + cr Obtenção do activo -X 
Entrega do activo + x Short asset + ST 
K = -ST + cT. + X>0 TC = -cr-X + ST>0 
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O diagrama anterior mostra que caso o preço, na maturidade, de uma opção de compra 
"in-the-money" (ST > X) não coincidisse com o seu valor intri/iseco (S,- - X), então seria 
sempre possível desencadear uma estratégia conducente à obtenção de um lucro sem 
risco (rc > 0). De facto, se a desigualdade cT> Sj. - X ocorresse, bastaria adquirir o activo 
subjacente ("long asset") e vender uma opção de compra ("short call") para obter um 
lucro sem risco. Isto porque, por um lado, a opção de compra é exercida pelo seu 
comprador (visto encontrar-se "in-the-money"), sendo assim necessário entregar o activo 
subjacente contra o recebimento de apenas o preço de exercício. No entanto, a perda 
associada à entrega do activo por um valor ("X") inferior ao seu custo é mais do 
que compensada pelo recebimento do prémio da "call". Já na hipótese contrária ( Cr < Sj - 
X), a estratégia de arbitragem consistiria em comprar uma opção de compra ("long call"), 
procedendo-se de imediato ao seu exercício, e simultaneamente vender o activo subjacente 
("short asset"). Mediante o exercício da "call", e consequente pagamento do seu preço de 
exercício, obtém-se um activo subjacente, o qual será então vendido a um preço superior 
(pois. ST > X) mais do que compensando o prémio pago pela "call". 
Ora, num mercado eficiente a prossecução de tais estratégias de arbitragem impulsionará o 
prémio da "call" para o seu nível de equilíbrio na maturidade (ou seja, para o seu valor 
intrínseco). 
. opção de venda (ST < X) 
ESTRATÉGIAS PE ARBITRAGEM 
SE pT<X-ST cash flow SE pT> X - ST cash flow 
Lona asset - ST Short put + Pt 
Long put "Pt Obtenção do activo -X 
Entrega do activo + X Short asset + ST 
7t = - ST - pT + x > 0 71 = + pT - X + ST > 0 
Tratando-se de uma opção de venda, para a qual ST < X, uma situação caracterizada pela 
verificação da inequação pT < X - ST tenderá a ser eliminada, visto ser possível realizar a 
seguinte estratégia de arbitragem: compra de uma opção de venda e execução do seu 
exercício mediante a compra, simultânea, do activo subjacente, daqui resultando um lucro 
sem risco, dado que a diferença positiva entre o preço de exercício obtido para o activo e 
o seu custo ( X - S^.) é superior ao prémio pago pela "put". Por outro lado, uma situação 
em que pT > X - Sy também será insustentável, uma vez que a venda de uma "put" e 
concomitante venda do activo subjacente recebido através do exercício da opção 
(realizado pelo seu comprador, em virtude de o contrato estar "in-the-money"), permite 
obter um prémio superior à perda associada à ahenação do activo por um preço ("Sj.") 
inferior ao preço de exercício despendido. 
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- opções sobre futuros 
Demonstrada a veracidade das equações (16) e (17) ficam imediatamente provadas as 
equações (18) e (19), na medida em que, por força do fenómeno de arbitragem descrito no 
quesito 1.3.2.1, a cotação do futuro-,5converge para o preço do activo subjacente na 
maturidade do contrato futuro (e portanto, na data de vencimento da opção), isto é, Fr = 
ST. 
?5Corngjcia pelo respectivo factor de conversão, no caso dos futuros sobre TDP/LP 
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2.2. Variáveis explicativas do valor de uma opção 
As principais variáveis explicativas do valor de uma opção, presentes em qualquer modelo 
de avaliação, são; 
i) Preço do activo ou contrato "futuro" subjacente s S ou F 
O valor de uma opção de compra varia directamente com a cotação do activo/futuro 
subjacente, ou seja, 
dc/dS > 0 e dc/dF > 0 
Pelo contrário, o valor de uma opção de venda diminui à medida que a cotação do 
activo/futuro subjacente aumenta, isto é 
dp/dS <0 e dp/dF < 0 
A justificação de tal comportamento radica nas razões apontadas, no quesito anterior, para 
explicar a inclinação das curvas representativas do valor da respectiva opção. 
ii) Preço de exercício = X 
A influência do preço de exercício sobre o valor de uma opção é exactamente oposta ao 
efeito exercido pela cotação do activo/futuro subjacente: 
dc/dX < 0 e dp/dX > 0 
No caso de uma opção de compra, quanto maior o preço de exercício tanto menor será o 
seu valor, pois menor virá o valor intrínseco de uma "call" "in-the-money" ou o valor 
tempo de uma "call" "out-of-the-money" (visto ser mais difícil a cotação do activo/futuro 
subjacente vir a ultrapassar "X"). 
Tratando-se de uma opção de venda, quanto maior for o preço de exercício tanto maior 
será também o valor da opção, uma vez que maior virá o valor intrínseco de uma "put" 
"in-the-money" ou o valor tempo de uma "put" "out-of-the-money" (dado ser mais 
provável que a cotação do activo/futuro subjacente desça para um nível inferior a "X"). 
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V 
111) Maturidade (data de vencimento) da opção = T 
Quanto maior for a maturidade de uma opção, maior será a probabilidade de ocorrer uma 
evolução favorável ao nfvel do preço do activo/futuro subjacente (isto é, maior será o seu 
valor tempo) e portanto maior deverá ser o seu prémio: 
dc/dT > 0 e dp/dT > 0 
Isto porque, apesar de o incremento de "T" também aumentar a probabilidade de 
ocorrência de movimentos desfavoráveis ao nivel de "S" ou "F", como uma opção é um 
contrato assimétrico (no sentido em que o seu comprador pode não ser afectado por tais 
movimentos, mediante o não exercício da opção), então tal probabilidade é irrelevante 
para a determinação do valor da opção. 
Todavia, o sinal das derivadas dc/dT e dp/dT apenas é válido para opções de compra 
("europeias" ou "americanas") e para opções de venda "americanas". Para opções de 
venda "europeias" o sinal da derivada dp/dT é indeterminado pois, não obstante um maior 
valor de "T" tomar mais plausível a ocorrência de uma descida de "S" ou "F", uma maior 
maturidade da opção também reduz o valor actual do preço de exercício eventualmente 
recebido na data de vencimento da "put". Isto é, quanto mais tempo faltar para a 
maturidade da opção, mais atractiva pode ser a venda imediata do activo e subsequente 
aplicação do produto da venda, face à estratégia de aquisição do activo via exercício da 
opção (somente na data de vencimento do contrato). 
rv) Volatilidade da cotação do activo/futuro subjacente = a36 
Tanto o valor das opções de compra ("europeias" ou "americanas") como o valor das 
opções de venda ("europeias" ou "americanas") são funções crescentes do nível de 
volatilidade do preço do activo/futuro subjacente: 
dc/da > 0 e dp/da > 0 
Tal acontece na medida em que uma maior variabilidade de "S" ou "F" toma mais 
provável a verificação de uma evolução favorável dessas mesmas variáveis, o que se irá 
traduzir num maior valor tempo das opções37. 
36Trata-se agora de uma variável não observável, representando "cr" o desvio-padrão anual da taxa de 
rendimento do activo/futuro subjacente. A forma de estimação desta variável será objecto de análise 
aquando da abordagem dos modelos de avaliação de opções. 
Mais uma vez, a assimetria deste tipo de contrato permite desprezar o impacto das vanações 
desfavoráveis de "S" ou "F". 
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v) Taxa de juro sem risco = r38 
A influência das taxas de juro sobre o tipo de opções em análise -opções sobre 
obrigações- exerce-se por duas vias distintas e antagónicas: em primeiro lugar (e tal como 
acontece com os restantes tipos de opções), porque pode existir um desfasamento 
temporal entre a aquisição e o exercício (liquidação do preço de exercício) da opção; por 
último, pois as variações da taxa de juro afectam, em sentido inverso, a cotação do 
activo/futuro subjacente (dS/dr < 0 e dF/dr < 0). 
fratando-se de opções "americanas", o comportamento do seu valor em função da 
evolução de "r" parece ser o simétrico da influência exercida pela cotação do activo/futuro 
subjacente : 
dc/dr < 0 e dp/dr > 0 
Com efeito, quanto mais altas estiverem as taxas de juro, menor será a cotação do 
activo/futuro e consequentemente (pois, dc/dS,F > 0 e dp/dS,F < 0) mais baixo (mais 
alto) será o valor de uma opção de compra (venda). 
Contudo e no que concerne essencialmente às opções "europeias", veriíica-se também a 
existência de uma influência de sinal contrário, tornando indeterminado o efeito final de 
uma variação de "r" sobre o valor de uma opção. De facto, uma elevação das taxas de juro 
faz baixar o valor actual do preço de exercício eventualmente liquidado (pago pelo 
detentor de uma "call" e recebido pelo possuidor de uma "put") na data de vencimento da 
opção e portanto tende a elevar o valor da opção de compra (dc/dr > 0) e a reduzir o 
valor da opção de venda (dp/dr < 0). 
A restrição do impacto das taxas de juro sobre o valor de uma opção ao efeito associado a uma "taxa de 
juro sem risco" é resultado do facto de se provar que o valor de uma opção em nada depende do perfil de 
nsco do investidor. Esta proposição, designada por "argumento de neutralidade face ao risco", foi 
inicialmente explicitada por Cox & Ross (1976) e será formalmente deduzida no ponto 3.1.3. 
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2.3. Parâmetros das opções 
Os denominados "parâmetros" de uma opção não são mais do que medidas instantâneas 
da sensibilidade do valor da opção face a variações infinitesimais das suas variáveis 
explicativas. O seu interesse reside essencialmente no facto de a eficácia das estratégias de 
utilização de opções ao nível da gestão de carteiras de obrigações, depender muitas vezes 
da exactidão colocada ao nível da estimação dos seus valores. 
No entanto, convém, desde já, ter presente duas grandes limitações associadas à utilização 
de tais parâmetros. Em primeiro lugar, tratam-se de medidas de sensibilidade instantâneas, 
no sentido em que quantificam o impacto produzido sobre o valor da opção por variações 
infinitesimais das suas variáveis explicativas, quando, na verdade, estas variações são 
discretas (podendo mesmo atingir magnitudes significativas). Por outro lado, cada 
parâmetro irá medir o impacto isolado de uma determinada variável explicativa sobre o 
valor da opção, quando, na realidade, as diversas variáveis explicativas variam 
simultaneamente. 
2.3.1. Delta (A) 
O parâmetro delta de uma opção traduz a variação do valor da opção induzida por uma 
variação unitária do preço do activo subjacente, ceteris paribus. Graficamente, este 
parâmetro corresponde à inclinação, num dado ponto, da curva representativa do valor da 
opção e, algebricamente, é dado pela primeira derivada do valor da opção em ordem ao 
preço do activo/futuro subjacente: 
Ac = dc/dS ou dc/dF (20) 
Ap = dp/dS ou dp/dF (21) 
sendo, 
Ac == delta de uma opção de compra ("europeia" ou "americana"); e 
Ap = delta de uma opção de venda ("europeia" ou "americana"). 
Tendo em conta que dc/dS,F > 0 e que dp/dS,F < 0 então, na óptica do comprador do 
contrato, 
Ac > 0 e Ap < 0 
Para o vendedor da opção, o sinal do respectivo parâmetro delta é exactamente o oposto, 
visto que -conforme referido aquando da análise dos perfis de lucro- as duas posições do 
contrato (comprador e vendedor) são simétricas. 
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Gráfico IX Gráfico X 
Ar - 1 
S.F 
A» - 'I 
A. = 0 
S.F 
No que concerne ao intervalo de valores admissível para estes parâmetros, os gráficos IX 
e X mostram que Ac e [ 0, 1] e Ap e [ -1, 0], sendo os parâmetros delta, em módulo, 
tanto maiores quanto mais a opção estiver "in-the-money" (e tanto menores quanto mais a 
opção estiver "out-of-the-money"). Com efeito, quanto mais uma opção estiver "in-the- 
money", tanto mais o valor da opção será constituído pelo seu valor intrínseco (pois, 
menor será o seu valor tempo) e portanto tanto mais o valor da opção evidenciará uma 
variação de "ura para um" com a cotação do activo/futuro subjacente (ou seja, tanto mais 
sensível será o valor da opção face a variações de "S" ou "F"). Em oposição, quanto mais 
uma opção estiver "out-of-the-money" -situação na qual o valor da opção é apenas dado 
pelo seu valor tempo- menor será o impacto de uma variação do preço do activo/futuro 
subjacente sobre a probabilidade de o contrato passar a estar "in-the-money" e 
consequentemente menor será a variação induzida sobre o valor da opção. 
O parâmetro delta é também designado por "rácio de cobertura", dado que a sua correcta 
utilização permite constituir carteiras de opções e de activos/futuros subjacentes 
"imunizadas" face a (pequenas) variações do preço do activo/futuro subjacente. Isto é, as 
carteiras 
SHORT/LONG ASSET 





geram uma taxa de rentabilidade idêntica à taxa de juro sem risco, para pequenas 
variações de "S" ou "F", sendo portanto consideradas carteiras sem risco. Com efeito, é 
possível verificar, de forma intuitiva, que o valor de tais carteiras permanece constante 
face a pequenas variações do preço do activo/futuro subjacente. Designando por AS (ou 
39 Compra (vencia) de I/Ac "calls" por cada activo/futuro vendido (comprado) 
40 Compra (venda) de (-1/Ap) "puts" por cada activo/futuro comprado (vendido), visto dp/dS,F < 0 
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AF) uma pequena41 variação da cotação do activo/futuro subjacente, a variação daí 
decorrente para o valor de cada uma das quatro carteiras definidas anteriormente é dada 
por: 
- Short asset A 1/AC Long call; +1 . (-AS ou -AF) + l/Ac . [AS ou AF . Ac] = 0 
em que. a primeira parcela representa a variação do valor da carteira associado à posição 
'curta" detida sobre ura activo/futuro (o sinal menos resulta do facto de o valor da 
posição variar inversamente com "S" ou "F") e a segunda parcela traduz a variação do 
valor da posição "longa" detida sobre 1/AC opções (a qual é dada, para cada opção, pelo 
produto entre a variação da cotação do activo/futuro e o "delta" da opção). 
- Long asset A 1/AC Short call
42 : +1 . AS ou AF -1/AC . [AS ou AF . (-Ac)] = 0 
onde, a variação da posição sobre o activo/íuturo não vem afectada do sinal menos (pois, 
sendo "longa", varia directamente com "S" ou "F") e a variação do valor de cada opção é 
dada pelo produto entre a variação da cotação do activo/futuro subjacente e o simétrico 
do delta de uma "call" (uma vez que as opções são vendidas). 
- Long asset A 1/Ap Long put; +1 . AS ou AF + (- 1/Ap). [AS ou AF . Ap] = 0 
correspondendo o número de opções transaccionadas a (-1/Ap), visto que dp/dS,F < 0. 
- Short asset A 1/Ap Short put43: +1 . (-AS ou -AF) +(-l/Ap). [AS ou AF . (-Ap)] = 0 
em que, a variação do valor da carteira associada à posição "curta" detida sobre (- 1/Ap) 
"puts" é calculada com o simétrico do delta de uma "put", na medida em que as opções 
são vendidas 
Era suma, face a variações infinitesimais de "S" ou "F" o valor de qualquer uma das quatro 
carteiras não se altera (variação nula do valor da carteira), visto que as perdas ou os 
ganhos registados pelas posições sobre opções são exactamente compensadas pelos 
ganhos ou perdas associados às posições sobre o activo/futuro subjacente. 
Este tipo de estratégias de cobertura é comummente designado por "delta hedging" e 
consiste na definição de uma carteira de opções e de activos/futuros subjacentes cujo 
parâmetro delta seja igual a zero. Na verdade, tendo em conta que: 
0 o delta de uma carteira -medida da sensibilidade do seu valor face a pequenas variações 
do preço do activo/futuro subjacente- corresponde à soma algébrica dos parâmetros delta 
41 _ 
Ou melhor, uma variação infinitesimal. 42 -p 
f ratando-se de uma "american option" existe ainda o risco de o seu comprador proceder ao exercício 
itntecipado da opção, razão pela qual a "imunização" da carteira pode não estar garantida 
43 Idem. 
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de cada um dos seus elementos constituintes (pois, "a derivada da soma è igual à soma das 
derivadas" e o valor de uma carteira é dado pela soma do valor de cada um dos seus 
elementos constituintes), isto é, 
AC = Z wí. Aj (22) 
em que, 
Ac = delta da carteira; 
Aj s delta do i-ésimo componente da carteira; 
wj s valor do i-ésimo componente da carteira; e 
ii) por outro lado, sabendo-se que o delta do activo/futuro subjacente é sempre igual, em 
módulo a um (com sinal mais para posições "longas" e com sinal negativo para posições 
"curtas")44, 
então verifica-se que: 
- Short asset A 1/AC Long call: A
c = 1 . (-1) + 1/AC . Ac = 0 
- Long asset A 1/AC Short call: A
c ^ 1 . 1 + 1/AC . (-Ac) = 0 
- Long asset A 1/Ap Long put: Ac = 1 . 1 + (-1/Ap). Ap = 0 
- Short asset A 1/Ap Short put: Ac = 1 . (-1) + (- 1/Ap). (-Ap) = 0 
Por seu turno, qualquer uma das quatro carteiras anteriores -carteiras imunizadas face a 
pequenas variações de "S" ou "F"- recebe a denominação de "delta neutral" pois, Ac = 0. 
Contudo, a prossecução de tais estratégias de cobertura ("delta hedging") pressupõe a 
execução de um contínuo processo de ajustamento do delta da carteira (mediante a 
compra e venda de opções e de activos/futuros), uma vez que o parâmetro delta das 
opções que integram a carteira varia com as variações processadas ao nível da cotação do 
activo/futuro subjacente45 , com a alteração da própria volatilidade de "S" ou "F" e à 
medida que a data de vencimento dos contratos se aproxima. Relativamente a este último 
aspecto, os gráficos EX e X permitem observar que à medida que a data de vencimento da 
opção se aproxima o seu delta, em módulo, tende para a unidade (aumenta), caso a opção 
esteja "in-the-money", e tende para zero (diminui), se a opção estiver "out-of-the- 
money"46. 
44 Pois, uma variação de "S" ou "F" induz uma alteração idêntica no valor da posição, no mesmo sentido 
se esta for "longa" ou em sentido contrário caso o activo/futuro tenha sido vendido. 
45 Trata-se do parâmetro gamma, a que seguidamente será feito referência. 
46Isto porque, quanto mais próximo da maturidade da opção, menor o seu valor tempo e mais o valor da 
opção corresponde ao seu valor intrínseco. 
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Mais ainda, a eficácia das estratégias "delta hedging" pode ser afectada pela ocorrência de 
variações significativas de "S" ou "F" (visto que, o parâmetro delta é uma medida de 
sensibilidade infinitesimal) bem como pela existência de custos de transacção associados 
ao processo de ajustamento da carteira. 
2.3.2. Gamma (F) 
O parâmetro gamma de uma opção mede a sensibilidade do seu delta face a variações 
infinitesimais do preço do activo/futuro subjacente, ceteris paribus. Algebricamente, tal 
corresponde à primeira derivada do delta da opção em ordem à cotação do activo/futuro 
subjacente ou, tendo em conta as igualdades (20) e (21), à segunda derivada do valor da 
opção em ordem à cotação do activo/futuro subjacente: 
rc = dAc/dS ou dAc/dF = d
2c/dS ou d2c/dF (23) 
Fp = dAp/dS ou dAp/dF = d2p/dS ou d2p/dF (24) 
sendo, 
rc = parâmetro gamma de uma opção de compra; e 
Fp = parâmetro gamma de uma opção de venda. 
Muitas vezes o parâmetro gamma de uma opção é encarado como a medida da 
convexidade da curva representativa do valor da opção, visto corresponder à segunda 
derivada de "c" ou "p" em ordem a "S" ou "F". Assim, tendo em consideração que tanto 




Quanto às posições "curtas" sobre opções, o valor do seu gamma é exactamente o 
simétrico do parâmetro associado à correspondente posição "longa". 
^O gamma só será não positivo (isto é, nulo) na maturidade da opção (pois, o valor da opção coincidirá 
com o seu valor intrínseco) ou então, para opções "deep in-the-money" ou "deep out-of-the-money". 
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Gráfico XI 
r Conforme se pode inferir a partir 
da observação do gráfico XI, o 
gatnma de uma opção 
acentuadamente "in-the-money" ou 
"out-of-the-money" tende para 
r 
S.F 
zero, visto que nessas 
circunstâncias o valor da opção 
circunscreve-se ao seu valor 
intrínseco (cujo diagrama 
representativo apresenta, 
obviamente, uma convexidade 
nula). Por outro lado, constata-se 
x 
V 
também que o parâmetro gamma atinge o seu valor mais alto quando a opção está "at-the- 
money", dado que o valor tempo de uma opção (e portanto a sua convexidade) é máximo 
quando a cotação do activo/futuro subjacente é igual ao preço de exercício. 
O interesse inerente à estimação deste parâmetro reside no facto de o seu valor influenciar 
o modo de execução e a eficácia associados a uma estratégia "delta hedging". No que diz 
respeito à execução de tais estratégias, é obvio que a frequência com que é necessário 
proceder ao ajustamento do delta da carteira será tanto maior quanto mais elevado, em 
valor absoluto, for o gamma dessa mesma carteira (na medida em que, maior deverá ser a 
sensibilidade de Ac face a alterações em "S" ou "F"). Por outro lado, a eficácia de uma 
estratégia "delta hedging" será tanto maior quanto mais baixo (mais próximo de zero), em 
valor absoluto, for o gamma da carteira, pois assim sendo maior será o intervalo de 
valores de "S" ou "F" para o qual o delta da carteira permanecerá nulo. 
No fundo, a constituição de uma carteira cujo delta seja nulo (carteira "delta neutral") 
permite a sua imunização face a pequenas variações da cotação do activo/futuro 
subjacente. Por outro lado, a constituição de uma carteira cujos parâmetros delta e 
gamma sejam ambos nulos (carteira "delta/gamma neutral") permite também a sua 
imunização, mas face a maiores variações do preço do activo/futuro subjacente. Dito de 
outra forma, a aproximação do gamma da carteira a zero (carteira "gamma neutral") toma 
possível realizar os ajustamentos de uma carteira "delta neutral" com maiores intervalos de 
tempo, isto é, minora a redução da eficácia de uma estratégia "delta hedging" resultante 
do facto de o ajustamento da carteira não poder ser efectuado continuamente. 
Deste modo, aquando da formulação de estratégias de cobertura é muitas vezes necessário 
proceder ao cálculo do parâmetro gamma da carteira em análise, tendo em conta que: 
41 
i) o gamma de uma carteira é dado pela soma algébrica dos parâmetros gamma de cada 
um dos seus elementos constituintes48, isto é, 
rc = I wj Xi (25) 
i 
em que, 
rc = gamma da carteira (dAc/dS,F); 
fj = gamma do i-ésimo componente da carteira; 
wj s valor do i-ésimo componente da carteira; e 
ii) o parâmetro gamma de uma posição (compradora ou vendedora) sobre o activo/futuro 
subjacente é sempre igual a zero49. 
2.3.3. Theta (0) 
O parâmetro theta de uma opção mede a variação induzida sobre o seu valor por uma 
redução unitária50 do tempo em falta para a data de vencimento do contrato, ceteris 
paribus, e pode ser calculado da seguinte forma: 
0C = - dc/dx (26) 
©p = - dp/dt (27) 
sendo, 
0C = theta de uma opção de compra; 
0p = theta de uma opção de venda; 
x s tempo em falta para a data de vencimento da opção, isto é, 
t = T -1, com 
T as data de vencimento da opção; e 
t = data de avaliação da opção (momento actual). 
Relativamente ao sinal assumido pelos parâmetros theta e na perspectiva do comprador da 
opção51 , verifica-se que 
0C < 0 e ©p
52 < 0, 
48Pois. "a denvada da soma é igual à soma das derivadas" e o delta da carteira é igual à soma algébrica 
dos deltas de cada elemento componente. 
49 Algebricamente, porque o delta de tal posição é igual a 1 ou - l e a derivada de uma constante é zero; 
geometricamente, pois a convexidade de uma recta (diagrama representativo de tal posição) é, por 
definição, inexistente. 
50 Pela passagem de um dia ou de 1/365 do ano, caso o tempo seja medido em anos. 
51 Para o vendedor da opção, os parâmetros são exactamente simétricos. 
42 
dado que o valor tempo da opção diminui com a aproximação da sua data de vencimento, 
isto é, à medida que t tende para zero (dc/dx > 0 e dp/dx >0). 
2.3.4. Lambda (A) 
Por seu turno, o lambda de uma opção mede a variação registada pelo seu valor em 
virtude de uma variação unitária53 da volatilidade do preço do activo/futuro subjacente, 
ceteris paribus, ou seja, 
Ac = dc/dor (28) 
Ap = dp/der (29) 
sendo, 
Ac s lambda de uma opção de compra; e 
Ap = lambda de uma opção de venda. 
Assim sendo, constata-se que o valor de uma opção é tanto mais sensível face a variações 
da volatilidade de "S" ou "F", quanto maior for o seu lambda. 
Atendendo à relação -anteriormente descrita- entre o valor de uma opção e "cr", então 
para os parâmetros lambda de posições "longas"54 observa-se que 
Ac > 0 e Ap > 0, 
uma vez que o valor tempo de uma opção cresce com "ct". 
Acresce ainda que a variação dos parâmetros "Ac" e "Ap" era função da cotação de 
activo/futuro subjacente evidencia também a regularidade ilustrada pelo gráfico XI para o 
gamma, ou seja, o parâmetro lambda de uma opção é máximo quando S,F = X e tende 
para zero à medida que o contrato se toraa cada vez mais "deep in-the-money" ou "deep 
out-of-the-money". Isto porque, a influência de "ct" sobre o valor de uma opção exerce-se 
ao nível do seu valor tempo e este último é máximo na primeira situação (opção "at-the- 
money") e mínimo para valores extremos de "S" ou "F". 
Tratando-se de uma "put" europeia, ©p poderá ser positivo pois, quanto mais próxima estiver a data de 
vencimento da opção, maior será também o valor actual do preço de exercício eventualmente recebido. 
53 Variação de ct em um ponto percentual. 
54Uma vez mais, os lambda associados a posições "curtas" são exactamente simétricos. 
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2.3.5. Rlio (p) 
Por fim, designa-se por rho o parâmetro que mede a variação induzida sobre o valor de 
uma opção em resultado de uma variação unitária55 registada ao nível da taxa de juro sem 
risco; 
pc = rho de uma opção de compra; e 
pp = rho de uma opção de venda. 
Tendo em conta o tipo de contratos em análise -opções sobre obrigações- será difícil 
determinar o valor deste parâmetro, uma vez que o próprio preço do activo/futuro 
subjacente é também função da taxa de juro. 
55 Variação de 1%. 
pc = dc/dr (30) 




2.4. Intervalo de variação do valor de uma opção sobre obrigações 
Com base em simples relações de arbitragem é possível determinar limites máximos e 
mínimos de variação do valor de uma opção sobre obrigações, antes da sua maturidade56. 
Muito embora a gestão de carteiras de obrigações através da utilização de opções 
financeiras exija o recurso a modelos de avaliação57, ou seja, o conhecimento do valor de 
equilíbrio da opção e não apenas de um conjunto de valores admissíveis, a determinação 
do intervalo de variação do valor das opções sobre obrigações irá permitir retirar ilações 
acerca das condições e do potencial de exercício antecipado das "opções americanas". 
Assim, caso se conclua que para um determinado tipo de opções "americanas" sobre 
TDP/LP não existe qualquer incentivo ao seu exercício antecipado58 , por parte do seu 
detentor, então tal significará que o seu valor será idêntico ao de uma opção "europeia" 
equivalente (em termos de activo subjacente, preço de exercício e maturidade) e portanto 
a elaboração de um modelo de avaliação do seu valor virá bastante mais simplificada, visto 
que bastará identificar uma fórmula de avaliação para os contratos de tipo "europeu". 
Caso contrário, então no ponto n0 3 deste trabalho será necessário deduzir dois modelos 
de avaliação distintos: um para as opções "europeias" e outro para as suas congéneres 
"americanas". 
Antes de avançar para a definição dos intervalos de variação e como os diferentes tipos de 
opções sobre obrigações (em termos de activo subjacente e de capacidade de exercício 
antecipado) não obedecem a iguais relações de arbitragem então, é desde já conveniente 
distingui-los através das seguintes designações: 
c( S,X,T) s valor de uma opção de compra "europeia" sobre TDP/LP; 
C(S,X,T) = valor de uma opção de compra "americana" sobre TDP/LP; 
p(S,X,T) 3 valor de uma opção de venda "europeia" sobre TDP/LP; 
P(S,X,T) 3 valor de uma opção de venda "americana" sobre TDP/LP; 
c(F,X,T) s valor de uma opção de compra "europeia" sobre íuturos de TDP/LP; 
C(F,X,T) = valor de uma opção de compra "americana" sobre futuros de TDP/LP; 
p{F,X,T) 3 valor de uma opção de venda "europeia" sobre futuros de TDP/LP; e 
P(F,X,T) 3 valor de uma opção de venda "americana" sobre futuros de TDP/LP; 
no momento "t" e com. 
56 Anteriormente, já foi demonstrado que, na data de vencimento do contrato, o valor de uma opção sobre 
obrigações corresponde ao seu valor intrínseco. 
570bjecto de análise do ponto n0 3 deste trabalho. 
58 Exercício da opção antes da sua data de vencimento. 
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um preço de exercício de "X", uma data de vencimento "T" e sendo o preço do activo 
(futuro) subjacente igual a "S59 " ("F"). 
2.4,1. Opções de compra 
2.4.1.1. Opções "on the spot" sem cupões 
Em primeiro lugar, ir-se-á analisar o intervalo de variação do valor de uma opção sobre 
TDP/LP cuja obrigação subjacente não vença qualquer cupão até à data de vencimento da 
opção60. 
1) Limite superior de variação 
- opções europeias: c(S,X,T) < S (32) 
- opções americanas: C(S,X,T) < S (33) 
A demonstração das duas últimas desigualdades pode ser feita conjuntamente pois, 
sabendo-se que: 
a) o valor de uma posição "longa" sobre o activo subjacente é pelo menos igual ao valor 
de uma "call" perpétua e com um preço de exercício nulo61, isto é, que 
S>c(S,0,+co) e S > C(S,0,+oo); e que 
b) o valor de uma opção de compra varia inversamente com o seu preço de exercício e 
directamente com a sua maturidade, isto é, que 
c(S,0,+oo) > c(S,X,T) e C(S,0,+oo) > C(S,X,T) para X > 0 e T < +oo 
então, 
S > c(S,X,T) e S > C(S,X,T). 
59 Trata-se do valor de transacção da obrigação subjacente em mercado spot, isto é, corresponde à soma do 
valor de cotação com os juros vencidos. 
^Ou, cujo activo subjacente seja uma "obrigação de cupão zero", 
61 Pois, a detenção do activo nunca pode ser inferior, em valor, ao direito, ilimitado no tempo, de obtenção, 
sem custo, dessa posse. 
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2) Limite inferior de variação62 
- opções europeias; c(S»X,T) = max [0, S - X-e""] (34) 
- opções americanas; C(S,X,T) = max [0, S - (35) 
As condições (34) e (35) estipulam que o valor de uma "call" sobre TDP/LP "sem 
cupões", "europeia" ou "americana", é sempre superior a zero caso S < X.e'", ou superior 
a S - X.e'" na situação contrária. 
Começando pela primeira situação (S < X.e_rr), o valor de uma opção nunca pode ser 
negativo, isto é, c(S,X,T) > 0 e C(S,X,T) > 0, pois tal significaria que o prémio seria 
recebido pelo comprador do contrato, o que não faz sentido visto este último ser 
precisamente a parte a quem a opção (contrato assimétrico) confere um direito. Dito de 
outro modo, como o comprador da opção pode não a exercer caso esta esteja "out-of-the- 
money", então a aquisição de tal contrato resultaria sempre num ganho sem risco para o 
seu comprador na hipótese absurda de o prémio ser por ele recebido. 
Se S > X.e"rT, então c(S,X,T) > S - X.e"" e C(S,X,T) > S - X.e"", pois caso tal não 
acontecesse seria sempre possível implementar uma estratégia de arbitragem geradora de 
um ganho sem risco, a qual consistiria na aquisição de uma opção de compra ("long call"), 
venda de uma obrigação subjacente ("short asset") e compra de uma "obrigação de cupão 
zero" de valor nominal "X" e maturidade "x" ("long OCZ"); 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA VALOR ACTUAL VALOR NA MATURIDADE 
Se ST> X Se ST<X 
Long call -c, ou -C, +(ST-X)
63 064 
Short asset +s, -ST C 66 O-T" 
Long OCZ67 -X.e*" +X.e-
rT.eúT-t) = +x +x 
TC = -ct(-C,)+S,-X.e"
rT 0 -ST + X > 0 
62 Ao longo do ponto n0 2 deste trabalho ir-se-à pressupor uma estrutura temporal de taxas de juro "flat" 
(ou seja, que "r" será constante durante o intervalo de tempo "t") e utilizar-se-à o regime de capitalização 
continua. Isto é, o valor acumulado de uma unidade de capital, à taxa de juro "r" e durante "t" períodos de 
tempo será dado por 
e" = lim (l + r/m)"", quando "m" (período de capitalização) tende para infinito. 
63 Na maturidade, o valor de uma opção corresponde ao seu valor intrínseco. 
64 Idem. 
65VaJor que poderia ser obtido através da alienação da obrigação subjacente, caso esta não tivesse sido 
vendida no momento "t". 
^Idem. 
67Equivale à realização de uma aplicação financeira. 
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De facto, como a execução da estratégia descrita permite a obtenção de um valor não 
negativo para a carteira de arbitragem na maturidade da opção (7^ > 0), então para que 
não existam oportunidades de realização de lucros sem risco é necessário que o valor 
actual da carteira seja não positivo, isto é, 
tc, < 0 <=> -0,+ S,- X.e"^ < 0 V -Ct+S,-X.e-"^ 0 <» 
o c, > St- X.e"" 
v C, > S,- X.e'^ 
Note-se que a demonstração anterior é válida não só para opções de compra "europeias" 
mas também "americanas"68 . Na verdade, como a opção incluída na carteira de 
arbitragem é comprada, então não se coloca o problema do exercício antecipado da 
"american call", ou seja, o seu detentor pode raanté-la até à maturidade tomando certo o 
fluxo financeiro "7rT". 
Combinando os limites superior e inferior de variação identificados anteriormente, o 
gráfico XII mostra o intervalo de variação admissível para o valor de uma opção de 
compra ("europeia" ou "americana") sobre uma obrigação que não liberta cupões durante 
o intervalo de tempo "t" (área sombreada). 
A observação do gráfico XII 
permite ainda constatar que não 
faz sentido exercer 
antecipadamente uma opção 
de compra "americana" 
sobre uma obrigação que não 
liberte cash flows até à data 
de vencimento do contrato. 
Isto porque, se a opção estiver 
"in-the-money" (S>X) será 
sempre preferível vendê-la (a 
um valor não inferior a S-Xe*") 
do que exercê-la (auferindo 
somente S-X < S-Xe'1^); caso contrário (S<X), o exercício da opção (e consequente 
aquisição do activo subjacente a "X") revelar-se-ia irracional pois, seria sempre preferível 
Gráfico XII 
c,C 
c,C = S 
X.e'fr 
c.C = S - X 
45° 4b 
X. e"r T X 
68 A desigualdade C(S,X,T) > max[0, S - X] constitui também um limite inferior de variação do valor de 
uma opção de compra "amencana" pois, se assim não fosse (C, < S, - X) bastaria comprar uma "call" 
(-C,), exercê-la de imediato (-X) e vender, em mercado spot, a obrigação recebida (+S,) para obter um 
lucro sem risco (-C, - X + S, > 0). Todavia, trata-se de um limite inferior menos exigente do que a 
restrição imposta pela condição (35), visto que X > X.e-" (isto é, a recta C = S - X.e"" está acima da linha 
C = S - X). 
48 
obter o activo no mercado à vista (pagando apenas "S"). Tal acontece pois, enquanto que 
o exercício da opção ("in-the-money") somente gera o seu valor intrinseco (S-X), já a sua 
venda permite também beneficiar do seu valor tempo. Com efeito, como C, > St- X.e"^ 
então uma opção de compra "americana" (e "europeia") "in-the-money" sobre uma 
obrigação "sem cupões" até à maturidade do contrato possui sempre um valor tempo 
positivo (C, > St - X), a não ser na sua data de vencimento (t = 0 CT = ST - X). 
Consequentemente, só faz sentido que este tipo de opções seja exercido na maturidade69 , 
uma vez que em qualquer momento anterior o exercício da opção implica o não 
aproveitamento de um valor tempo positivo. Deste modo, o valor (e portanto a fórmula de 
avaliação) de uma opção "americana" sobre obrigações que não gerem cash-flows durante 
o intervalo de tempo "x" deverá ser igual ao da sua equivalente "europeia". 
2.4.1.2. Opções "on the spot" cora cupões 
Considere-se agora uma opção de compra sobre um TDP/LP que liberte cupões entre a 
data de avaliação (momento "t") e a maturidade do contrato (momento "T"). 
1) Limite superior de variação 
- opções europeias: c(S,X,T) < S (36) 
- opções americanas: C(S,X,T) < S (37) 
O limite superior de variação do seu valor continua a ser dado pelo valor de transacção do 
seu activo subjacente (afinal, o lucro máximo associado ao exercício da opção, quando X 
= 0). A demonstração das expressões (36) e (37) é análoga à dedução apresentada para as 
desigualdades (32) e (33). 
2) Limite inferior de variação 
- opções europeias: cíS^X/T) > max [0, S -1 - X.e"^! (38) 
sendo, 
I s valor actual (isto é, no momento "t") dos cupões vincendos até ao momento 
"T", ou seja. 
69 Embora o exercício antecipado deste tipo de opções seja irracional do ponto de vista da teoria 
económica, isto não significa que, na prática, tal não possa acontecer por força da existência de 
imperfeições ao nível do funcionamento dos mercados. Por exemplo, a existência de custos de transacção 
(ignorada ao longo da exposição anterior) pode fazer com que o valor de venda da opção seja realmente 
inferior ao seu valor intrinseco. 
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/ = x em que 
*=fi 
Jk = cupão gerado pela obrigação no momento "k"; e 
k = data de geração do k-ésimo cupão, com t < 11 e T > tu. 
A primeira parte da expressão (38) -c(S,X,T) > 0- decorre da assimetria que caracteriza 
um contrato de opção e que favorece o seu comprador. Relativamente à segunda parte, 
ela difere da condição implícita à desigualdade (34) apenas pela consideração do valor 
actual dos cupões vincendos até à maturidade. De forma intuitiva, a dedução da parcela 
"1" ao valor da obrigação subjacente ("S") resulta do facto de uma opção de compra 
"europeia" somente permitir a aquisição do activo subjacente na data de vencimento do 
contrato. Ora, como o valor de uma obrigação corresponde ao valor actual dos seus cash 
flows futuros e no momento "T" os cash flows gerados no intervalo de tempo V estarão 
vencidos, então o valor da obrigação70 nessa data será dado por (S^Ij.e11 e o valor da 
opção (se ST > X) conesponderá a (Sj-Ij.e
1^ - X, o que actualizado para o momento "t" 
será equivalente a [(S^Ij.e1^ - Xj.e'1"1 = St - I - X.e'
1"1. Ou seja, o detentor da "call" 
perderá sempre o valor "I", dado que apenas poderá adquirir a obrigação subjacente no 
momento "T". 
Em termos formais, a desigualdade c(S,X,T) > S - I - X.e"rT pode ser demonstrada, 
provando-se que a sua não verificação permitiria a obtenção de margens de arbitragem. 
Para o efeito, considere-se uma estratégia de arbitragem assente; 
a) na aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) na venda de uma obrigação subjacente ("short asset"); 
c) na compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") de valor nominal "X" e 
maturidade "x"; e 
d) na aquisição de tantas "obrigações de cupão zero" ("long OCZV') quantos os cupões 
gerados até à maturidade da opção ("u" títulos), com um valor nominal igual ao valor do 
cupão vincendo ("Jk", com k = tl, ..., tu) e com uma maturidade correspondente ao tempo 
era falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k - tl, ...,tu). 
70Assumindo-se uma "yield curve" horizontal. 
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ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 






Se ST>X Sr<X 
Long call -c, +(ST-X) 0 
Short asset +st -Jv -ST "ST 
Long OCZ -X.e*" +X.e"rr.er(T"t) 
= +X 
+X 
Long OCZs .pl e^k-t) gitk-t) 
= +h 
TC = -c,+St-X.e"
rT-I 0 0 -ST + X > 0 
O esquema anterior permite verificar que o valor futuro (isto é, em qualquer momento 
posterior a "t" e anterior a "T") da carteira de arbitragem nunca é negativo (% r > 0). Com 
efeito, até ao momento "T" (exclusive) e em cada período de capitalização da obrigação 
subjacente (momentos "k"), o detentor da carteira deixa de auferir o cupão do TDP/LP 
mas. em contrapartida, é exactamente compensado mediante o recebimento do valor 
nominal de uma "obrigação de cupão zero" adquirida no momento "t" (%- 0). Na data de 
vencimento da opção, a obtenção do seu valor intrínseco, o recebimento do valor nominal 
("X") de uma "obrigação de cupão zero" e a perda do valor de venda do activo 
subjacente, nunca gerarão um valor negativo para a carteira (7tT > 0). 
Consequentemente, a impossibilidade de ura mercado eficiente comportar a existência 
sistemática de oportunidades de arbitragem72 requer que o valor inicial da carteira seja não 
positivo, ou seja, 
7tkT>0=> 7i:t<0<=> -0,+ S,- X.e*"-1 < 0 o ct > St-1 - X.e'" 
O gráfico Xffl resume as condições (36) e (38), mostrando o intervalo de valores 
admissível para uma opção de compra "europeia" sobre obrigações "com cupões". 
71 + ... + + ... + ítu-e^1"4) = I. 
'2 Na verdade, a verificação de ti, > 0 implicaria a realização maciça da estratégia de arbitragem descrita, 
o que redundana na elevação do preço da "call" e na redução do preço da obrigação subjacente em 
mercado spot até que tt, á 0. 
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Gráfico XIII 
c = S 
S - I -X.e-rr 
jr 45 
X.e'r + r 
Note-se que, como a linha c 
= S - I - X.e"^ pode estar 
acima ou abaixo da recta c = 
S - X, o valor de uma opção 
de compra "europeia" sobre 
TDP/LP "com cupões" pode 
ser inferior ao seu valor 
intrínseco. 
- opções americanas; 





sendo, ti < ti-i,ti <tu. 
A condição C(S,X,T) > 0, implícita à expressão (39), resulta do facto de o prémio de uma 
opção ter de ser pago pelo seu comprador, isto é, pelo titular do direito que tal contrato 
confere. 
Todas as outras condições subjacentes à desigualdade (39) são demonstradas, provando- 
se que a sua não verificação permitiria a obtenção de margens de lucro sem risco mediante 
a prossecução de uma estratégia de arbitragem assente no não exercício antecipado de 
uma opção de compra "americana" até data de vencimento de cada cupão vincendo (ou 
seja, até aos momentos tl, t2,..., tu). 
Começando pela condição C(S,X,T) > S-X.e"^11"^, a sua estratégia de arbitragem 
justificativa assenta; 
a) na compra de uma "call" ("long call"), a qual não é exercida até à data de vencimento 
do primeiro cupão vincendo (momento "tl"); 
b) na venda de uma obrigação subjacente ("short asset"); e 
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c) na aquisição de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ"), com valor nominal "X" e 
data de vencimento "t 1". 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO tl MOMENTO tl 
S„ > X Se Sr, <X 
Long call -c, +(S„ - X)73 +C„(VT)
74 
Short asset +S, -S„ -s„ 
Long OCZ -X.e-htl-t) +X75 +X76 
K = -Ct + St- X.e-d^-ri 0 +Ctl(VT)+X-S11 > 
0 
Visto que rttl > 0, então a inexistência de oportunidades duradouras de arbitragem implica 
que 
tt, < 0 « -C, + S,- X.e-^-O < 0 cí> Ct > S.-X.e-^
1"1). 
A demonstração de todas as restantes "u" condições (tantas quantos os cupões vincendos 
até à maturidade da opção) irá ser feita conjuntamente, através da consideração de um 
momento genérico "ti" de vencimento de um cupão. Em qualquer um destes casos, a 
estratégia de arbitragem consiste: 
a) na compra de uma "call" ("long call"), a qual não é exercida até ao vencimento do i- 
ésimo cupão (ou seja, até ao momento "ti"); 
b) na venda da obrigação subjacente ("short asset"); 
c) na compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") de valor nominal "X" e 
maturidade "ti-t"; e 
d) na aquisição de tantas "obrigações de cupão zero" ("long OCZs") quantos os cupões 
gerados até ao momento "ti", exclusive ("i-i" títulos), com um valor nominal igual ao valor 
do cupão vincendo ("Jk", com k = tl, ..., ti-i) e com uma maturidade correspondente ao 
tempo em falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,ti-i). 
73 Caso a opção esteja "in-the-money", então exerce-se a "call". 
74Caso contrário, não faz sentido exercer a "call". No entanto, esta poderá ser vendida por um valor não 
negativo (o seu valor tempo) 
75Reembolso da "obrigação de cupão zero" pelo seu valor nominal. 
76[dem. 
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ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO k 





óe > X 5. ^ <X 
Long call -c, +C,(VT) 
Short asset +S, -1
77 Jv -s.. -s,. 
Long OCZ -X.e-^1"1) +x +x 
Long OCZs 
*=M 
•fj g-r<k-t) grOc-() = 
+Jk
79 
K = -Ct-X.e-dt>-t) 
+s,- 
Jt-fl 
0 0 +Ctl(VT)+X-Sti 
>0 
Mais uma vez, como o valor futuro da carteira é sempre não negativo > 0, para t<k< 
ti), a não existência de oportunidades requer que o valor actual da carteira seja não 
positivo, pelo que 
7tt < 0 o -C,- X.e-dti-t) + St- JV* < 0 <=> 
A=/l 
o Ct > S,- jjy, - X.e-^-O 
k =/l 
Dada a existência de várias hipóteses para o limite de variação inferior do valor deste tipo 
de opções, não é possível desenhar um gráfico representativo do seu intervalo de variação. 
Todavia, a fórmula (39) permite verificar que o exercício antecipado de opções de 
compra "americanas" sobre obrigações que gerem cupões até à maturidade do 
77Pelo facto de não se possuir a obrigação subjacente, deixa-se de receber os cupões Jtl, ..., nos 
momentos tl,.... ti-i. 
78 Somatório do preço de cada uma das "i-1" "obrigações de cupão zero" adquiridas. 
79 A perda de cada cupão com vencimento anterior ao momento "ti" é exactamente compensada pelo 
recebimento do valor nominal da "obrigação de cupão zero" correspondente. 
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contrato apenas poderá ter lugar nas datas de vencimento dos cupões vincendos 
(momentos k, sendo k = ti, tu)80. Intuitivamente, tal acontece pois, enquanto o 
exercício da opção proporciona somente o seu valor intrínseco, já a sua venda numa data 
não coincidente cora o vencimento de um cupão (ou com a maturidade da opção) permite 
obter também um valor tempo não negativo. Do ponto de vista analítico, a afirmação 
anterior pode ser provada, mostrando-se que em qualquer momento não coincidente com 
as datas de vencimento dos cupões não se justifica o exercício da opção (pois, a sua venda 
permite obter um valor superior ao seu valor intrínseco): 
i) momento anterior à data de vencimento do primeiro cupão = momento t* < tl 
Atendendo à expressão (39), constata-se que, neste caso, é aplicável a condição 
Ct. > S^-X.e-d
11"1*) 
e portanto, como X.e"1"'11-1*) < X, verifica-se que 
ct. > st.-x, 
razão pela qual o exercício antecipado da opção (com o consequente recebimento de 
apenas S^-X) não se afigura economicamente racional (visto a sua venda possibilitar o 
recebimento de um valor -C,.- superior). 
ii) momento situado entre o vencimento de dois cupões s momento t*, com ti-i < t* < ti 
Para constatar a irracionalidade associada ao exercício antecipado da opção, considere-se 
a seguinte estratégia de arbitragem, cujos fluxos financeiros se evidenciam no quadro 
abaixo exposto: 
a) compra de uma "call" ("long call"), a qual não será exercida até ao momento de 
vencimento do próximo cupão (isto é, até ao momento "ti"); 
b) venda de uma obrigação subjacente ("short asset"); e 
c) aquisição de uma "obrigação de cupão zero" com um valor nominal "X" e maturidade 
"ti-t*". 
ESTRATÉGIA PE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t* MOMENTO ti MOMENTO ti 
Se SH > X Se SH<X 
Long call -c„ +(S,.-X) +CÍVT) 
Short asset +S,. -S„ -s. 
Long OCZ .X.e-Kd-1*) +x +X 
K = -Ct.+ St.-X.e-
r(ó-t*) 0 +C„(VT)+X-S,i >0 
80De qualquer modo, como existe a possibilidade de a opção ser exercida antes da sua data de vencimento, 
então o seu valor será necessariamente distinto (para mais) do preço da sua congénere "europeia". 
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Como ^ > 0 e de modo a não permitir a obtenção de lucros sem risco, o valor inicial da 
carteira terá de ser não positivo, ou seja, 
TV < 0 -C,.+ S,.- X.e-^1"1') < 0 o C,. > S,.- X.e-dd-f). 
Mas assim sendo, então o valor da opção vem superior ao seu valor intrínseco, pois 
Ct, > St.- X.c^d-t*) ^ Ct. > S,.- X, 
pelo que não se justifica o seu exercício antecipado. 
iii) momento posterior à data de vencimento do último cupão s momento t*, com tu<t*<T 
Recorrendo novamente à desigualdade (39), observa-se que o valor da "call" terá de 
obedecer à condição C,. > S(. - X.e"
r^"1*), uma vez que 1 = 0 (ou, t*>tu). 
Consequentemente, C,. > S,. - X e mais uma vez se prova que o valor da opção (obtido 
através da sua venda) supera o seu valor intrínseco (resultante do seu exercício 
antecipado). 
2.4.1.3. Opções sobre futuros 
Por fim, ir-se-á analisar o intervalo de variação do valor de uma opção de compra sobre 
futuros de TDP/LP, o que permitirá constatar que a questão do exercício antecipado das 
opções "americanas" coloca-se agora de forma diferente. Ao longo da exposição e por 
uma questão de simplicidade, dever-se-á considerar que a cotação do futuro ("F") já se 
encontra corrigida pelo respectivo factor de conversão. 
1) Limite superior de variação 
- opções europeias: c(F,X,T) < F (40) 
- opções americanas: C(F,X,T) < F (41) 
A demonstração das condições (40) e (41) é feita de forma análoga à realizada para as 
opções "on the spot": 
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F >81c(F,0, +00) ou C(F,0, +00) >82 c(F,X,T) ou C(F,X,T) para X > O e T < +00. 
2) Limite inferior de variação 
- opções europeias: c(F^X,T) > max [O, (F-XJ.e-"! (42) 
Mais urna vez, a assimetria do contrato de opção justifica que c(F,X,T) > O, mas a 
estratégia de arbitragem que impõe a condição c(F,X,T) > (F-Xfe"" consiste agora: 
a) na aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) na venda de uma "obrigação de cupão zero"83 ("short OCZ"), com uma maturidade "x" 
e com um valor nominal igual à diferença entre a cotação actual do futuro e o preço de 
exercício da opção (isto é, "F, - X"); e 
c) na venda, em cada dia "t+s" (s = 0,1, 1) anterior à data de vencimento da opção, de 
"e-r(T-a+vM)|" contratos futuros, para no dia seguinte ("t+s+1") esses mesmos contratos 
serem comprados e o resultado gerado (-e"r|T"(l+b+1)l.(Fl+3+,-Ft+s)) ser financiado (se for 
negativo, ou aplicado, se for positivo) até à data de vencimento da opção mediante a 
venda de uma "obrigação de cupão zero" com maturidade "T-(t+s+I)" e de valor nominal 
(Fj+^j-F,^). Estas operações recebem a designação de "short rollover futures" e 
asseguram a obtenção de um cash flow "-(FT-Ft)" no momento "T", senão vejamos: 










t+1 e<ni+2)| -e-r(Ht+i)| (Ft+i.Ft) +e-
rIT^.)|(Ft+].Ft) 0 
t+2 e-r|T-n+3)| .e-4T-(t+2)](F^.Ft+i) +e-r(T^2),(F^.Ft+i) 0 
t+s e-rTHt+s+l)] -e^t+ouí^.p,^) +e-lTKt+,),(F_.F_i) 0 
... 
T-l e-dT<r)) = 1 -e-tx^UF^-F,,,) +e"r.(FT.,-FT.2) 0 
T 0 -l.(FT-FT,) 0 cft 
81 Possuir uma posição "longa" sobre um futuro é pelo menos equivalente a deter o direito de, a custo zero 
e em qualquer momento no tempo, passar a deter essa mesma posição (mediante o exercício da opção de 
compra). 
87 Pois. dc.C/dX < O e dc,C/dT > 0. 
83Corresponde, no fiindo, à contracção de um financiamento no valor de (Ft-X).e'
rt, à taxa de juro "r" e 
durante o intervalo de tempo "x". 
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em que, o cash flow ocorrido no momento "T" (CFT) corresponde não só ao resultado do 
contrato futuro desse período mas também ao pagamento do valor nominal das 
"obrigações de cupão zero" (OCZ) vendidas nos momentos "t+s" (s = 1,x-1), ou seja, 
CFt = -e^
t+|)l.(Ft+1-Ft),e
ílT^+1)l. e-d^^l.fF.^-F^,)^7^! -... - 
- e'r.(FT.,-FT.2).e
r - 1^.,.-^,,) = 
(Ft+1-Ft) " (Ft+2~Ft+l)" " (FT-rFT-2)" (ft"ft-i) - 
= -(Fx-Flr 
Deste modo, o quadro seguinte sintetiza os cash flows inerentes à estratégia de arbitragem 
definida anteriormente; 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se Fr > X Se Ft<X 
Long call -c, Ft-X 0 
Short OCZ +(F,-X).e"n: -(Ft-XF -(F.-X)
86 
Short rollover futures 0 -(Fr-F.) -(FT-Ft) 
K = -ct+(Ft-X).e- 0 X - FT > 0 
Verifica-se assim que 7tT > 0, pelo que 
rct < 0 <=> -ct +(Ft-X).e-
r[ < 0 o ct > (F^Xj.e
-" 
O gráfico XIV traduz o intervalo de variação do valor de uma opção de compra 
"europeia" sobre futuros de TDP/LP e mostra que tal valor pode ser inferior ao valor 
intrínseco do contrato: 
84 Note-se que a assunção de apenas uma posição "curta" sobre um único contrato futuro só gera um cash 
flow "-(Ft - Ft)" no momento "T" desde que os desfasamentos temporais entre as diversas variações de 
margem sejam ignorados, isto é, desde que o contrato futuro seja tratado como sendo equivalente a um 
contrato forward. Contudo, o perfil de fluxos financeiros dos dois contratos é diferenciado pois, enquanto 
o contrato forward envolve somente um cash flow na sua matundade, já um contrato futuro liberta 
resultados diariamente. 










- opções americanas: C(F,X,T) > max [0, F - X] (43) 
Quanto à condição C(F,X,T) > 0, a sua justificação é idêntica à apresentada nos casos 
anteriores; o prémio tem de ser pago por quem usufrui do direito conferido pela posse do 
contrato (o seu comprador). 
Relativamente à condição C(F,X,T) > F - X, a sua não verificação possibilitaria a 
realização de ganhos de arbitragem mediante a execução de uma estratégia extremamente 
simples, a saber: 
a) aquisição de uma opção de compra ("long call"); e 
b) imediato exercício da mesma, acompanhado pela venda simultânea de um contrato 
futuro ("short future"). Deste modo, através do exercício da opção obtém-se uma posição 
"longa" sobre um contrato futuro, a qual é logo anulada via realização de uma operação 
simétrica ("short future"), possibilitando assim a obtenção do resultado do futuro. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t 
_Long call 
Exercício e short future 
-C, + F, - X 
Com efeito, a inexistência de oportunidades de arbitragem implica que 
7tt < 0 o -Ct + Ft - X < 0 o 
pelo que. 
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o Cj > F, - X87 
Finalmente, o intervalo de variação do valor de uma "call americana" sobre futuros é 
representado pela área sombreada do gráfico XV. 
Gráfico XV 
Ao contrário do que sucede com as 
opções de compra "americanas" 
sobre obrigações que não libertam 
cupões até ao vencimento do 
contrato, o valor de uma "call 
americana" sobre futuros de 
TDP/LP não é sempre superior ao 
seu valor intrínseco. Na verdade, 
para cotações do futuro 
suficientemente elevadas (ou seja, 
quando a opção está "deep in-the- 
money"), a probabilidade de 
ocorrência de uma subida adicional de "F" torna-se negligenciável e portanto o valor 
tempo da opção tende para zero, isto é, o valor da "call" identifica-se com o seu valor 
intrínseco. Este fenómeno encontra-se representado no gráfico XVI. 
Gráfico XVI 
Deste modo, para níveis 
suficientemente elevados da 
cotação do futuro subjacente 
(isto é, para F > F*), pode 
haver lugar ao exercício 
antecipado de uma opção de 
compra "americana" sobre 
futuros de TDP/LP. 
Consequentemente, o modelo 
de avaliação deste tipo de 
opções terá de ser 
necessariamente distinto da 
fórmula aplicável às opções 
europeias" equivalentes. 
^Repare-se que uma opção de compra "americana" sobre futuros também obedece à condição C(F,X,T) > 
(F-Xj.e"", visto que a "call" associada á estratégia de arbitragem subjacente à desigualdade (42) é 
comprada, evitando assim o problema do seu exercício antecipado. Todavia, a condição (43) é mais 
restritiva, uma vez que F-X > (F-Xfe^ 
C = F 
I 
C = F-X 
45 4b 
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2.4.2. Opções de venda 
2.4,2.1. Opções "cm the spot" sem cupões88 
1) Limite superior de variação 
- opções europeias: p(SvX,T) < X-e " (44) 
A condição (44) estipula que o valor de uma "put europeia" não pode ser superior ao 
valor actualizado do seu preço de exercício, pelo tempo em falta até à maturidade da 
opção. Tal acontece pois, na hipótese contrária seria sempre possível auferir um ganho 
sem risco mediante: 
a) a venda de uma opção de venda ("short put"); e simultânea 
b) aquisição de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") de valor nominal igual ao 
preço de exercício da opção e maturidade "x". 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA iMOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se Sr>X Se ST< X 
Short put +P, O
89 -(X-St)90 
Long OCZ -X.e^ +x +x 





Como 7tT > 0, logo a inexistência de oportunidades de arbitragem impõe que 
7rt < 0 o +pt -X.e
-" < 0 <=> pt < X.e"" 
- opções americanas: P(S,X,T) < X (45) 
Tratando-se de opções americanas, nada impede que o seu valor seja superior a X.e-", 
pois como uma "put" vendida pode ser exercida antecipadamente, então a estratégia 
definida anteriormente nem sempre se revelará lucrativa; na data de exercício antecipado. 
S8Opções de venda sobre obrigações que não libertem cupões até à data de vencimento do contrato. 
89 Se a "put" estiver "out-of-the-money", o seu detentor não a deverá exercer. 
90 Caso a opção esteja "in-the-money", ela será, em princípio, exercida e portanto haverá que comprar a 
obrigação subjacente ao preço de exercício definido (-X), a qual poderá então ser vendida em mercado 
spot ou, pura e simplesmente, poderá ser detida sem que seja necessário despender "Sj", 
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o valor acumulado resultante da aplicação do valor "X.e-"" poderá ser insuficiente para 
cobrir o diferencial desfavorável entre o preço de exercício pago e a cotação spot da 
obrigação subjacente, sendo o valor actual de tal perda superior ao ganho realizado no 
momento inicial. 
Todavia, o preço de uma "american put" nunca poderá exceder o seu preço de exercício, 
uma vez que se assim fosse bastaria vender uma opção de venda ("short put") e, 
simultaneamente, comprar uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ"), com maturidade 
"t" e valor nominal "X.e"", para beneficiar de um lucro certo. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t SE A PUT FOR SE A PUT NAO 
EXERCIDA FOR EXERCIDA 
(momento k: t<k<T) (momento T) 
Short put +P. -(X-SJ 0 





+X.fer(k4Ml+Sv > 0 TX.e" > 0 
Com efeito, se a opção de venda for exercida durante a sua vida, haverá que pagar o preço 
de exercício ao comprador da opção, era troca pelo recebimento de uma obrigação com 
uma dada cotação em mercado spot. Para tal, bastará desmobilizar a "obrigação de cupão 
zero" adquirida inicialmente, o que possibilitará ainda a obtenção de um ganho 
correspondente aos juros auferidos até à data de exercício (X.fe^^-l]), para além do 
valor associado ao activo recebido (Sk). Caso contrário, isto é, se a "put" nunca chegar a 
ser exercida, então a estratégia de arbitragem anterior libertará um único cash flow após a 
sua implementação, o qual será necessariamente positivo e corresponderá ao valor de 
reembolso da "obrigação de cupão zero" (o seu valor nominal -X.e"- se o reembolso 
ocorrer na data de vencimento da obrigação). 
Em suma, o valor futuro da carteira será sempre não negativo (rck > 0, para t<k<T), pelo 
que num mercado eficiente ter-se-á de verificar a seguinte desigualdade: 
7it<0<=>Pt-X<0<=>Pt<X 
No fundo, as condições (44) e (45) apenas impõem que o valor de uma opção de venda 
("europeia" ou "americana") não seja superior ao lucro máximo que tal contrato poderá 
proporcionar. De facto, uma "put" atinge o ponto máximo do seu perfil de lucro quando a 
cotação do activo subjacente é nula, correspondendo esse ponto extremo ao preço de 
exercício da opção, no caso de uma "american put", e ao valor actualizado do preço de 
exercício da opção, no caso de uma "european put" (uma vez que o exercício deste tipo de 
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opções apenas poderá ocorrer com um desfasamento temporal de "t" períodos de tempo, 
ou seja, na maturidade do contrato). 
2) Limite inferior de variação 
- opções europeias: p(S,X,T) > max [0, X-e " - SJ (46) 
Em primeiro lugar, a desigualdade (46) estipula que o preço de uma opção de venda 
nunca pode ser negativo -p(S,X,T) > 0- pois, tal significaria que o seu comprador para 
além de usufruir do direito de exercício da opção ainda seria remunerado por tal facto. 
Em segundo lugar e quando X e-" > S, o valor de uma "put europeia sem cupões" terá de 
obedecer ao limiar mínimo definido pela condição p(S,X,T) > X.e-" - S, pois em contrário: 
a) a aquisição de uma opção de venda ("long put"); 
b) a compra de uma obrigação subjacente ("long asset"); e 
c) a venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") de valor nominal "X" e 
maturidade "x", 
permitirá a obtenção de ganhos certos (isto é, sem risco). 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEiVI 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se ST>X Se ST< X 
Long put -P, 091 +ÍX-S0
92 




Short OCZ +X.e"rT -X -X 
TC = -prSt+X.e-" ST - X > 0 0 
Consequentemente, como o valor íuturo da carteira é não negativo (7UT > 0), então a 
inexistência de oportunidades de arbitragem requer que o valor actual da carteira seja não 
positivo, isto é, 
rt, < 0 <=> -pj-S^X.e-" < 0 o p, > X.e*" - St 
91a - „ , A opção nao e exercida, caso esteja "out-of-the-money". 
92 O exercício da opção "in-the-money" permite receber o seu preço de exercício, mas impede a venda da 
obrigação subjacente em mercado spot. 
93 Se a opção não for exercida, a obrigação detida poderá ser vendida em mercado spot. 
MSe a opção for exercida, a sua liquidação física será feita mediante a entrega da obrigação detida, razão 
pela qual deixará de ser necessário adquirir tal activo no mercado à vista 
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O gráfico XVII mostra o intervalo de variação de uma opção de venda "europeia" sobre 
obrigações que não libertem cash flows até à data de vencimento do contrato (área 
sombreada), mediante a combinação das restrições (44) e (46). 
Gráfico XVII 
Este gráfico permite observar que opções 
de venda "europeias sem cupões" que 
estejam "in-the-money" (S<X) poderão ser 
valorizadas abaixo do seu valor intrínseco 
(pois, X.e-^-S < X-S). Ora, como o valor 
de tais opções na maturidade do contrato 
terá de ser igual ao seu valor intrínseco 
(X-S), então pode acontecer que o seu 
preço aumente à medida que o tempo em 
falta para a data de vencimento diminui (o 
que, conforme foi assinalado aquando da 
análise dos determinantes do valor de uma 
opção, constitui uma excepção à regra 
definida por dp/dT > 0). 
- opções americanas: P(S,X,T) > max [0, X - S] (47) 
A justificação da restrição P(S,X,T) > 0 é idêntica à formulada anteriormente para os 
diversos tipos de opções já analisados. 
Por outro lado e tratando-se de opções "americanas", como estas podem ser exercidas a 
qualquer momento, então o seu limite inferior de variação é mais restritivo do que o 
imposto pela desigualdade (46). Com efeito, se a condição P(S,X,T) > X-S não fosse 
observada, poder-se-ia auferir um lucro sem risco através: 
a) da aquisição de uma obrigação subjacente ("long asset"); 
b) da compra ("long put") de uma opção de venda; e 
c) do imediato exercício dessa opção (e consequente recebimento do seu preço de 
exercício), mediante a entrega da obrigação subjacente adquirida. 
ESTRATÉGIA PE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t 
Long asset -s. 




45 \ !' 
Xe 
64 
Então, para que a estratégia anterior não gere um ganho de arbitragem, o valor da opção 
terá de ser tal que: 
Tt, < 0 o -St-Pt+X < 0 « Pt > X - s, 
Repare-se que, como a estratégia de arbitragem subjacente à condição (46) envolve a 
compra de uma opção de venda, então o valor de uma "put americana" também obedece a 
essa mesma restrição, visto que o seu detentor pode deté-la até ao momento do seu 
vencimento. Contudo, o limite inferior (47) é mais restritivo do que o anterior (pois, X-S 
^ X.e^-S) e portanto constitui o patamar mínimo de variação do valor de uma opção de 
venda americana. 
Conjugando as restrições (45) e (47) obtém-se o intervalo de valores admissível para uma 
opção de venda sobre obrigações que não libertem cupões até à data de vencimento do 
contrato, o qual é representado pela área sombreada do gráfico XVTII. 
Comparando os gráficos XVII e XVIII 
constata-se que as opções de venda 
"americanas" sobre obrigações "sem 
cupões" podem assumir valores mais 
elevados do que as suas homólogas 
"europeias". Tal diferença corresponde ao 
prémio de exercício antecipado 
incorporado no preço das opções 
"americanas" e decorrente do facto de o 
exercício antecipado destes contratos se 
revelar muitas vezes como sendo a 
estratégia óptima a adoptar pelo seu 
detentor. 
Na verdade, uma opção de venda "americana" sobre uma obrigação que não gere 
fluxos financeiros até à maturidade do contrato pode ser exercida antecipadamente 
desde que, estando "in-the-money" e sendo desprezível a probabilidade de a cotação da 
obrigação subjacente ultrapassar o preço de exercício da opção, o juro associado à 
aplicação do preço de exercício da opção até à sua data de vencimento supere o valor 
tempo da "put"95 . Daqui irá decorrer a necessidade de desenvolver dois modelos distintos 
de avaliação: um para as opções de venda "europeias" e outro para os contratos de tipo 
"americano". 
95 Na pratica, a opção pode ser exercida mesmo que o rendimento proporcionado pela aplicação do seu 
preço de exercício não seja superior ao seu valor tempo. Isto porque, o valor tempo de uma opção só pode 
ser realizado através da sua venda e se a expectativa de evolução da cotação da obrigação subjacente for 
partilhada pelo mercado em geral, então ninguém estará disposto a adquirir a opção e portanto será 
sempre preferível usufruir da remuneração gerada pelo investimento do preço de exercício recebido via 
exercício da opção. 
Gráfico XVIII 




2.4.2.2. Opções "on the spot" com cupões 
1) Limite superior de variação 
- opções europeias; p(Sv\,T) < X-e " (48) 
- opções americanas: P(SVX,T) < X (49) 
O patamar máximo de variação do valor das opções de venda ("europeias" ou 
"americanas") sobre obrigações que libertem cash flows até à maturidade dos contratos é 
igual ao limite superior definido anteriormente para as opções de venda "on the spot" mas 
"sem cupões". Isto porque, as estratégias de arbitragem subjacentes às condições (44) e 
(45) também se aplicam às opções de venda "on the spot" "com cupões", uma vez que as 
suas carteiras de arbitragem não envolvem a transacção da obrigação subjacente. 
2) Limite inferior de variação 
- opções europeias; p(S,X,T) > max [0, X.e"1^ - S + I] (50) 
sendo, 
I s valor actual dos cupões vincendos até ao momento "T", ou seja, 
/ = ^ 7* x e'**'0, em que 
l 
Jk= cupão gerado pela obrigação no momento "k"; e 
k = data de geração do k-ésirao cupão, com t < tl e T > tu. 
Relativamente à condição p(S,X,T) > 0, ela resulta, mais uma vez, do carácter assimétrico 
de que se reveste o contrato de opção. 
Quanto à condição p(S,X,T) > X.e"rT-S+I96 , a sua verificação decorre da inviabilização 
da seguinte estratégia de arbitragem: 
a) aquisição de uma opção de venda ("long put"); 
b) compra de uma obrigação subjacente ("long asset"); 
c) venda de uma "obrigação de Cupão zero" ("short OCZ") de valor nominal "X" e 
maturidade "x"; e 
96 A única diferença relativamente ao limite inferior de variação de uma opção de venda "on the spot" e 
"sem cupões" consiste na soma do valor actual dos cupões a vencer até ao momento de vencimento da 
opção. Tal acontece visto que, como uma "put europeia" apenas pode dar lugar à venda da obrigação 
subjacente na maturidade da opção então, é possível usufruir dos cupões libertos até ao momento T". 
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d) venda de tantas "obrigações de cupão zero" ("short OCZs") quantos os cupões gerados 
até à maturidade da opção ("u" títulos), com um valor nominal igual ao valor do cupão 
vincendo ("Jk", com k = tl, tu) e cora uma maturidade correspondente ao tempo em 
falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,tu). 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 






Sr >X Se ST < X 
Long put -P, 0 +(X-ST) 
Long asset -s, +ST +ST 
Short OCZ +X.e'rT -X.e"rT.er(T"t) = 
-X 
-X 
Short OCZs +1 -Jk.e"
r(lc"0.er(k"l) = 
-h 
K = -p.-S+X.e-^+I 0 +ST - X > 0 0 
Conforme se pode constatar a partir da leitura do quadro anterior, o valor futuro da 
carteira considerada é sempre não negativo (Ttk r > 0). Até à data de vencimento da opção 
e em cada período de capitalização da obrigação subjacente, o cupão recebido, pelo facto 
de se deter uma posição "longa" sobre a referida obrigação, é canalizado para o reembolso 
de uma "obrigação de cupão zero" com um valor nominal de idêntico montante, pelo que 
o valor futuro da carteira é nulo entre os momentos "t" e "T". Na maturidade da opção e 
se esta estiver "in-the-money", ela será exercida mediante a entrega da obrigação adquirida 
no momento "t" e o preço de exercício recebido será integralmente utilizado para 
amortizar o valor nominal de uma "obrigação de cupão zero" alienada aquando da 
constituição da carteira (donde, o valor futuro da carteira, no momento "T", permanecerá 
nulo). Na hipótese contrária, ou seja, se a "put" estiver "out-of-the-money", ela não será 
exercida, procedendo-se unicamente à venda da obrigação detida bem como à 
amortização de uma "obrigação de cupão zero" com ura valor nominal igual ao preço de 
exercício, o que, como ST > X, originará um valor não negativo para a carteira no 
momento "T". 
Deste modo, a inexistência de oportunidades de arbitragem impõe que o valor actual da 
carteira seja não positivo, isto é, 
Tt, < 0 <x> -p.-S+X.e-^+I < 0 « p, > X.e-"- St+ I 
A área sombreada do gráfico XIX evidencia o intervalo de variação do valor de uma 
opção de venda sobre uma obrigação que liberte cupões até à data de vencimento da 
"put". 
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Comparando este gráfico com o diagrama 
XVII, pode-se concluir que o intervalo de 
variação do valor de uma "put europeia 
com cupões" é menor do que o conjunto 
de valores admissível para as suas 
congéneres "sem cupões". Com efeito, 
como o valor de uma obrigação equivale 
ao somatório do valor actual dos seus cash 
flows futuros, então a cotação "S" nunca 
poderá ser inferior ao valor actual dos 
cupões vincendos e portanto o preço da 
opção de venda correspondente só terá 
significado para S > I97 . 
- opções americanas: 




sendo, 11 < ti <tu. 
Enquanto que a condição P(S,X,T) > 0 deriva do facto de o pagamento do prémio de uma 
opção caber à parte a quem o contrato confere um direito (o comprador), já a restrição 
P(S,X,T) > X - S resulta da possibilidade de exercício imediato de uma opção 
"americana"98. 
Quanto às restantes "u" condições implícitas na desigualdade (51), todas elas resultam da 
necessidade de inviabilização de estratégias de arbitragem que passem pelo exercício 
antecipado de uma opção de venda "americana" no instante seguinte99 ao momento de 
vencimento de cada cupão. A sua demonstração pode ser feita considerando-se um 
momento genérico "ti" de geração do i-ésimo cupão vincendo até à data de vencimento da 
opção, por parte da obrigação subjacente a tal contrato, e desenvolvendo os fluxos 
financeiros associados à seguinte estratégia de arbitragem; 
^ Ponto de intersecção das linhas limite das restrições (48) e (50): p = X.e"" e p = - S + (X.e"" + I)- 
8 Vide demonstração da restrição (47). 




X.e rr H 
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a) compra de uma opção de venda ("long put"), a qual é exercida (ou vendida, caso esteja 
"out-of-the-money") no instante seguinte100 à data de vencimento do i-ésimo cupão (ou 
seja, no momento "ti+s", designando "e" um instante de tempo); 
b) aquisição da obrigação subjacente ("long asset"); 
c) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") de valor nominal "X" e 
maturidade correspondente ao tempo em falta para o exercício (ou venda) da opção 
"(ti +e)-1"; e 
d) alienação de tantas "obrigações de cupão zero" ("long OCZV) quantos os cupões 
gerados até ao momento "ti", inclusive ("i" títulos), com um valor nominal igual ao valor 
do cupão vincendo ("Jk", com k = tl, ..., ti) e com uma maturidade correspondente ao 
tempo em falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,ti). 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO 





^ ^ *Se 
Long put -Pt 
+(X - s,^ ) +Pti+e(VT) 
Long asset -st +K + S.r+r. 
+S^E 





7t = -P.+ 
X.e-r[(ti+e>t] .st 
0 0 +P^(VT)+ 
(S.H. - X) > 0 
Até à data de exercício (ou de venda) da opção, isto é, no momento de vencimento de 
cada ura dos "i" cupões vincendos até ao período "ti" (momentos k = tl, t2,..., ti), o valor 
da carteira de arbitragem é nulo (Kk = 0) visto que cada cupão recebido ("Jk") é 
integralmente utilizado para reembolsar uma "obrigação de cupão zero" com idêntico 
valor nominal. No instante seguinte ao vencimento do i-ésimo cupão (momento "ti+e") e 
se a "put" estiver "in-the-money" ( Sli+£ < X), proceder-se-à ao exercício da opção de 
venda mediante a entrega da obrigação adquirida no momento "t" e sendo o preço de 
exercício recebido canalizado para a amortização de uma "obrigação de cupão zero" de 
valor nominal "X", pelo que o valor da carteira permanecerá nulo (rt^ = 0). Se a opção 
de venda estiver "out-of-the-money", então o seu exercício não se revelará vantajoso e 
portanto a "put" será vendida por forma a proporcionar o recebimento do respectivo valor 
tempo (o qual, por seu turno, será necessariamente não negativo, ou seja, Ptr+t(VT) > 0). 
100 Deste modo, o cupão de ordem "i" ainda é recebido pelo detentor da obrigação subjacente. 
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Simultaneamente, será vendida a obrigação subjacente, detida desde a constituição da 
carteira, o que permitirá pagar o valor nominal ("X") da "obrigação de cupão zero" com 
vencimento nessa data, uma vez que Str+1. > X. Consequentemente, caso a opção de venda 
esteja "out-of-the-money" no momento "ti+e", o valor da carteira será não negativo (7ttl+e 
>0). 
Concluindo, como o valor futuro da carteira definida anteriormente é sempre não negativo 
^k.u+s 0, k = tl, ..., ti), então o seu valor actual terá de ser não positivo de modo a que 
não seja possível obter margens de arbitragem: 
ti 
K{<0c=> -P, + X.e-
rl(ti+e)-t] - S, + JVt < 0 <=> 
*=.(i 
o P, > X.e-r[(ti-s)-t] . st +YjJk ■Éf"r<*") 
k=l[ 
Como, por outro lado, o instante "s" é infinitamente pequeno, então ele poderá ser 
desprezado 
Pt> X.e-^-ri - S, + ■e-r'k~'), 
k=t] 
ficando assim demonstrada a desigualdade (51). 
No que diz respeito ao potencial de exercício antecipado associado a este tipo de opções 
"americanas" e tal como acontece para as opções de venda "sem cupões", constata-se que 
a decisão mais racional do ponto de vista do detentor de uma opção de venda 
"americana" sobre obrigações que libertem cupões até à data de vencimento do 
contrato pode consistir no seu exercício antecipado, desde que, estando a opção "in- 
the-money" e sendo desprezível a probabilidade de a cotação da obrigação subjacente 
ultrapassar o preço de exercício da opção, o juro associado à aplicação do preço de 
exercício da opção até à sua data de vencimento supere o va/or tempo da "put" (que 
poderia ser obtido através da sua alienação) bera como o valor actual dos cupões 
vincendos entre a data de exercício da opção e a sua maturidade. Por outro lado, é 
também fácil de verificar que a probabilidade de exercício antecipado de uma opção de 
venda "com cupões" é inferior à associada a uma opção de venda "sem cupões", isto é, 
quanto maior o número de cupões vincendos até à maturidade da opção menor será 
também a probabilidade de exercício antecipado de uma opção de venda sobre 
obrigações "com cupões" até à data de vencimento da opção. Tal acontece na medida 
era que, um maior número de cupões libertos pela obrigação subjacente até à data de 
vencimento da opção faz aumentar o custo de oportunidade associado ao exercício 
antecipado da "put", pois uma vez entregue a obrigação subjacente deixar-se-à de receber 
tais cupões. 
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2.4.2.3. Opções sobre futuros 
I) Limite superior de variação 
- opções europeias: p(F,X,T) < X.e " (52) 
Com o intuito de demonstrar a veracidade da desigualdade (52), considere-se a seguinte 
estratégia de arbitragem, cujos fluxos financeiros estão discriminados no quadro abaixo 
exposto; 
a) venda de uma opção de venda ("short put"); e 
b) compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com um valor nominal igual 
ao preço de exercício da opção e com uma data de vencimento igual à do contrato. 
ESTRATÉGIA DE ARB1TR/VGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se Ft>X Se Ft<X 
Short put +p, 0 -(X-FT) 




Mediante a observação do quadro anterior, constata-se que o valor futuro da carteira 
definida é sempre não negativo {tzt >0). De facto, se na data de vencimento da opção esta 
estiver "out-of-the-money" (Fr > X), então o seu comprador não a deverá exercer e 
portanto o valor da carteira resumir-se-à ao recebimento do valor nominal da "obrigação 
de cupão zero" ("X"). Caso contrário (FT < X), a opção será exercida, transformando-se 
num contrato futuro com uma cotação inicial correspondente ao preço de exercício da 
opção e como FT < X, então o resultado global do futuro será recebido pelo detentor da 
posição "curta" sobre o futuro, isto é, terá de ser pago ao comprador da opção de 
venda101. Todavia, o recebimento do valor nominal da "obrigação de cupão zero" faz com 
que o valor da carteira seja sempre igual à cotação do futuro na data de vencimento da 
opção. 
Visto que tct > 0 e se os mercados financeiros forem eficientes, então o valor actual da 
carteira terá de ser não positivo, isto é, 
7t < 0 <=> +pt-X.e"
rT< 0 <=> pt< X.e*" 
101 Se a maturidade do futuro subjacente coincidir com o vencimento da opção. Assim não sendo, só 
haverá lugar à liquidação do resultado caso seja assumida uma posição simétrica ao nível do mercado de 
futuros, pelo que o detentor da carteira em análise deverá vender um futuro à cotação FT. 
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- opções americanas: P(F,X,T) < X (53) 
O limite superior de variação das opções de venda "americanas" difere da restrição (52) 
uma vez que a estratégia de arbitragem definida anteriormente não se coaduna com a 
possibilidade de exercício antecipado destas opções. Na verdade, se o comprador da 
opção de venda optar pelo seu exercício imediato, o valor obtido através da alienação da 
"obrigação de cupão zero" pode não ser suficiente para cobrir a liquidação do resultado 
do futuro. 
Deste modo, a carteira de arbitragem subjacente à condição (53) irá diferir somente em 
relação ao valor nominal da "obrigação de cupão zero" adquirida: 
a) venda de uma opção de venda ("short put"); e 
b) compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") de valor nominal "X.e""102 e 
maturidade "x". 




(momento ti: t< ti<T) 
OPÇÃO NAO EXERCIDA 
(momento T) 
Short put +P, -(X-F.,) 0 
Long OCZ -X.eIT,e"rT= -X +X.er|tl"<) +X.ert 
7X = +Pt- X Ft, + X.te^M] > 0 X.e">0 
Assim, se a opção for exercida até à sua maturidade (isto é, em qualquer momento "ti" 
compreendido entre a data de constituição da carteira e o vencimento da "put") proceder- 
se-à à venda de um contrato futuro (com vista a anular a posição "longa" resultante do 
exercício da opção) e consequente pagamento do resultado global "X-F^", bem como à 
venda da "obrigação de cupão zero" detida por um valor necessariamente superior ao 
preço de exercício da opção (X.e1*11"1) > X), o qual mais do que compensará o resultado 
desfavorável do futuro. Se a opção não for exercida pelo seu comprador, então haverá 
apenas lugar ao recebimento do valor nominal da "obrigação de cupão zero" na sua data 
de vencimento (ou seja, no momento T). Em qualquer dos casos, o valor futuro da 
carteira é sempre não negativo (rt^ > 0, para t < ti < T) e portanto a inexistência de 
oportunidades de arbitragem requer a satisfação da seguinte condição; 
Tct < 0 « +Pl- X < 0 <x> Pt < X 
102 Desta forma, o valor da "obrigação de cupão zero" ao longo da duração da opção será sempre superior 
a "X". 
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2) Limite inferior de variação 
- opções europeias: p(F,X,T) > max [0, (X-F).^"! (54) 
A desigualdade anterior estabelece que, em primeiro lugar, o prémio de uma opção de 
venda nunca pode ser negativo, 
p(F,X,T) > 0, 
isto é, terá sempre de ser pago pelo comprador do contrato. 
Em segundo lugar (e se (X-Ffe*" > 0), o valor da "put" deverá obedecer à condição 
p(F,X.T) > (X-FJ.e"", pois se assim não for será possível desenvolver com sucesso a 
seguinte estratégia de arbitragem: 
a) aquisição de uma opção de venda ("long put"); 
b) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ"), com uma maturidade "x" e 
com ura valor nominal igual à diferença entre o preço de exercício da opção e a cotação 
actual do futuro (isto é, "X - Ft"); e 
c) compra, em cada dia "t+s" (s = 0,1, ...,t-1) anterior à data de vencimento da opção, de 
"e-r|T-(t+s+i)i" contratos futuros, para no dia seguinte ("t+s+1") esses mesmos contratos 
serem vendidos e o resultado gerado (e"dT"fl+s+1)l.(Fl+s+1-Ft+s)) ser aplicado até à data de 
vencimento da opção mediante a compra de uma "obrigação de cupão zero" com 
maturidade "T-(t+s+I)" e de valor nominal (Ft+S+1-Ft+S). Estas operações recebem a 
designação de "long rollover futures" e asseguram a obtenção de um cash-flow "FT-Ft" no 
momento "T", conforme a seguir se demonstra: 
Momento N0 de Resultado dos Compra de OCZ Cash 




t+1 e-r(T-(t+2)i e-rfiMi+i)] (Ft+I-F,) -e-^t+1)i(Ft+1-Ft) 0 
t+2 e-r(T-(t+3)| e<r^)i.(Ft+,-Ft4,) -e<^)|.(Fi+7.Ft+i) 0 
t+s e-rlT-(t+s+l)l e^^UF^-F,^.) -e-rlT^.fl^.p,^) 0 
.. • 
T-l e-rfT<r)i = l e^-DIdv.-Iv.,) -efíFr.i-Fx.,) 0 
T 0 l.(FT-FT,) 0 CFT 
O quadro anterior permite verificar que esta sucessão de operações apenas gera um fluxo 
financeiro, o qual ocorre somente no momento "T" (visto que em todos os momentos 
anteriores o resultado dos futuros foi canalizado para a aquisição de "obrigações de cupão 
zero"103). Por seu tumo, o cash flow ocorrido no momento "T" (CFT) corresponde não só 
103 Obviamente que, caso um dos resultados seja negativo, proceder-se-à ao seu financiamento mediante a 
venda de uma "obrigação de cupão zero". 
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ao resultado do contrato futuro desse período mas também ao recebimento do valor 
nominal das "obrigações de cupão zero" (OCZ) adquiridas nos momentos "t+s" (s = I, 
x-1), ou seja, 
CFt - e-dT^UF^-FJ.edW)! + e-
r(T^l.(Fl+2-Ft+l).e
rlT^t+2)I + ... + 
+ e-.(FT.1-FT.2).e'+ l.(FrFT.I) = 
_ (Fi+i-Ft) + (Ft+2-Ft+1) + ... + (Fx.I-Ft.2) + (Fj-FJ-.,) - Ft-Fj 
Deste modo, o quadro seguinte sintetiza os cash flows inerentes à estratégia de arbitragem 
definida anteriormente; 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se Ft >X Se FT< X 
Long put -P, O
104 +(X - Ft)
105 
Short OCZ +(X-Ft).e-" -(X - F,)
106 -(X - F,)107 
Long rollover futures 0 Fr-F, Ft-F, 
7t = -Pt +(X-Ft).e^ Ft - X > 0 0 
Verifica-se assim que 7tT > 0, pelo que 
7rt < 0 <=> -pt +(X-Ft).e"
rc < 0 <=> pt > (X-FJ.e
-" 
O gráfico XX representa o intervalo de variação do valor de uma opção de venda 






104 A opção não é exercida. 
105A opção é exercida. 
1'^Reembolso do valor nominal da "obrigação de cupão zero". 
107 Idem. 
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- opções americanas; P(F,X,T) > max [0, X-F] (55) 
Tal como para qualquer tipo de opção, o pagamento do seu prémio cabe à entidade que 
beneficia do direito de exercício (o comprador da opção), razão pela qual P(F,X,T) > 0. 
Quanto à condição P(F,X,T) > X-F, a sua verificação impede a obtenção de ganhos de 
arbitragem mediante a prossecução da seguinte estratégia: 
a) aquisição de uma opção de venda ("long put"); e 
b) imediato exercício da mesma, acompanhado pela compra simultânea de um contrato 
futuro ("long future"). Deste modo, através do exercício da opção obtém-se uma posição 
"curta" sobre um contrato futuro com uma cotação inicial igual ao preço de exercício da 
opção, a qual é logo anulada via realização de uma operação simétrica, possibilitando 
assim a obtenção do resultado do futuro. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t 
Long put -P. 
Exercício e long future X-F, 
*,= -P,+ X-F, 
Na verdade, para que a estratégia definida anteriormente não proporcione um lucro sem 
risco, é necessário que 
7i:t < 0 <=> -Pt + X - Ft < 0 « P( > X - Ft 
Note-se que a restrição (54) também é aplicável às opções de venda "americanas", pois 
como a "put" associada à estratégia de arbitragem justificativa de tal restrição é adquirida, 
então é possível assegurar que o seu exercício apenas ocorrerá na sua data de vencimento. 
Todavia, o limite inferior de variação estabelecido pela condição (55) é mais restritivo, na 
medida em que X-F > (X-Ffe-". 
Combinando as desigualdades (53) e (55), obtém-se o intervalo de variação do valor de 
uma opção de venda "americana" sobre futuros, o qual é representado pela área 
sombreada do gráfico XXI. 
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Comparando os gráficos XX e XXI, 
verifica-se que o valor de uma "put 
americana" sobre futuros está acima do 
prémio associado às suas homólogas 
europeias, particularmente para níveis 
reduzidos da cotação do futuro subjacente. 
Tal acontece em virtude do potencial de 
exercício antecipado inerente às opções de 
venda "americanas" para níveis reduzidos 
de "F", pois para cotações do futuro 
subjacente abaixo de um determinado 
limiar mínimo (designado por "F**" no 
gráfico XXII) a probabilidade de 
ocorrência de novas descidas de "F" toraa- 
se insignificante, o valor tempo da opção 
tende para zero e, consequentemente, o 
prémio da opção reduz-se ao seu valor 
Intrínseco. 
Deste modo, para níveis suficientemente 
baixos da cotação do futuro subjacente 
(ou seja, para F < F**) pode haver lugar 
ao exercício antecipado de opções de 
venda "americanas" sobre futuros de 
TDP/LP, com vista ao aproveitamento do 
rendimento proporcionado pela aplicação 
do resultado do futuro até à maturidade da 
opção; (X-Fjj.fcMj. 
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2.5. Teoremas de paridade "put-call" 
A denominada paridade "put-call" consiste na relação existente entre os valores das 
opções de compra e de venda ("europeias" ou "americanas") sobre idêntico activo 
subjacente, de forma a inviabilizar o aproveitamento de oportunidades de arbitragem. 
O seu interesse reside no facto de, uma vez conhecido o modelo de avaliação de um 
determinado tipo de opções de compra, a aplicação da paridade "put-call" permitir obter 
imediatamente a fórmula aplicável às correspondentes opções de venda108. Deste modo, os 
resultados obtidos neste ponto do trabalho serão utilizados aquando da avaliação de 
opções. 
2.5.1. Opções "on the spot" sem cupões 
2.5.1.1. Opções europeias 
Paridade "put-call": c(S,X,T) - p(S,X,T) = S - X.e-" (56) 
A igualdade (56) resulta da necessidade de inviabilização de duas estratégias de 
arbitragem alternativas. Considere-se a primeira estratégia, cujos cash flows se 
discriminam no quadro abaixo exposto; 
a) aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) venda de uma opção de venda ("short put"); 
c) venda da obrigação subjacente ("short asset"); e 
d) compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com um valor nominal igual 
ao preço de exercício das opções e com uma maturidade correspondente ao tempo em 
falta para a data de vencimento dos contratos. 
108Em boa verdade, este procedimento apenas é directamente aplicável às opções "europeias", pois a 
pandade "put-call" só é dada sob a forma de uma igualdade para este tipo de opções (a paridade "put-call" 
para opções de tipo "amencano" consiste sempre na combinação de duas desigualdades). Dito de outro 
modo, enquanto que para as opções "europeias" a inexistência de oportunidades de arbitragem implica que 
para cada valor da "call" haja um único valor admissível para a correspondente "put", já para as opções de 
tipo "amencano" existe um intervalo de valores no qual os valores das "call" e "put" podem variar sem 
gerar oportunidades de arbitragem. Tal acontece pois, conforme se irá constatar, as estratégias de 
arbitragem associadas ás paridades "put-call" para opções "americanas" envolvem sempre a venda de uma 
opção em relação à qual se coloca o problema do seu exercício antecipado. 
77 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM N01 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se ST>X Se ST<X 
Long call -c, +(ST-X) 0 
Short put +P, 0 -(X - SO 
Short asset +s, -s. -S. 
Long OCZ -X.e-" +x +x 
K = - c, + p, + S, - X.e-" 0 0 
Constata-se que o valor futuro da carteira definida anteriormente é nulo (7tT = 0), pelo que 
o valor actual da carteira terá de ser não positivo de modo a que a estratégia n0l não 
permita a obtenção de um lucro sem risco: 
7tt < 0 <=> - Cj + pt + St - X.e
-" < 0 
Por outro lado, observem-se os fluxos financeiros associados a uma estratégia de 
arbitragem de sentido exactamente oposto à anterior; 
a) venda de uma opção de compra ("short call"); 
b) compra de uma opção de venda ("long put"); 
c) aquisição da obrigação subjacente ("long asset"); e 
d) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") com um valor nominal igual ao 
preço de exercício das opções e com uma maturidade correspondente ao tempo em falta 
para a data de vencimento dos contratos. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM N02 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se ST>X Se ST<X 
Short call +c, -(ST - X) 0 
Long put -P. 0 +(X - ST) 
. Long asset -s, +sT +sT 
Short OCZ +X.e-rT -X -X 
 7t = + ct- pt- St+ X.e-" 0 0 
Novamente, o valor futuro da carteira n02 é nulo (7iT = 0) e portanto a positividade do seu 
valor actual equivaleria à obtenção de um ganho de arbitragem, donde: 
7tt < 0 o + ct - pt- Sj + X.e
-" < 0 
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Combinando as duas restrições anteriores. 
- ct+pt+St-X.e-" < 0 a + ct-p(-St+X.e-" < 0 <=> 
+ c, - pt - St + X.e-" > 0 a + ct- pt- S, + X.e
-" < 0 
conclui-se que 
=> +ct-pt-St+X.e-" = 0c> c(S,X,T)-p(S,X,T) = S-X.e^ 
2.5.1.2. Opções americanas 
Paridade "put-caU": S - X.e " > C(S,X,T) - P(SvX,T) > S- X (57) 
A proposição (57) envolve a conjunção de duas desigualdades cuja demonstração radica 
em diferentes estratégias de arbitragem. 
Quanto à condição S - X.e-" - C(S,X,T) + P(S,X,T) > 0, a sua verificação decorre da 
consideração da seguinte carteira de arbitragem: 
a) compra de uma obrigação subjacente ("long asset"); 
b) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") com um valor nominal igual ao 
preço de exercício das opções e com uma maturidade idêntica ao tempo em falta para o 
vencimento dos contratos; 
c) venda de uma opção de compra ("short calT); e 
d) compra de uma opção de venda ("long put"). 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 







Se ST> X Se ST<X 
Long asset -s, +Sfl + St +ST 
Short OCZ +X.e-rT -X.e^.e1^-1' = 
-X.e-tr-ti) 
-X -X 
Short call +Q -(St, - X) -(ST-X) 0 
Long put -P. +Pti(VT) 0 +(X - S.) 




109 No caso de a "call" ser exercida antecipadamente pelo seu detentor. 
110 Caso contrário, 
"'idem. 
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O quadro anterior mostra que o valor futuro da carteira definida é sempre não negativo 
- 0)- Com efeito, se a "call" for exercida antecipadamente112 (ou seja, em qualquer 
momento anterior à sua data de vencimento), proceder-se-à à liquidação física do contrato 
mediante a entrega da obrigação subjacente adquirida no momento "t" e com o preço de 
exercício recebido adquire-se uma "obrigação de cupão zero", com um valor nominal de 
"X" e maturidade igual ao tempo em falta para o vencimento dos contratos ("T-ti")113, 
ficando ainda o detentor da carteira com um excedente financeiro de "X.[l-e"f<T4i)]". Mais 
ainda, a "put" detida será também vendida proporcionando um encaixe financeiro 
equivalente ao seu valor tempo (pois, a "call" só será exercida se estiver "in-the-money", 
situação na qual a correspondente "put" estará necessariamente "out-of-the-money"). Em 
suma. 7tu > 0. No caso de a opção de compra não ser exercida antecipadamente, a 
estratégia de arbitragem apenas proporcionará fluxos financeiros na maturidade dos 
contratos, sendo o valor da carteira sempre nulo (7tT = 0). Se ST > X, a opção de venda 
não terá qualquer valor e a "call" deverá ser exercida pelo seu detentor. Para a liquidação 
física da opção de compra será utilizada a obrigação subjacente possuída, sendo o preço 
de exercício recebido canalizado para o reembolso do valor nominal da "obrigação de 
cupão zero" alienada no momento "t". Na hipótese oposta (ST < X), o detentor da carteira 
exercerá a opção de venda mediante a entrega da obrigação subjacente, sendo, novamente, 
o preço de exercício recebido utilizado para o pagamento do valor nominal da "obrigação 
de cupão zero". 
Concluindo, como kút > 0, então 
7tt < 0 <=> -St+X.e-"+Ct-Pt< 0 o S - X.e-" - C(S,X,T) + P(S,X,T) > 0 
Relativamente à condição C(S,X,T) - P(S,X,T) - S + X > 0, a sua verificação impõe-se 
por forma a inviabilizar a prossecução de uma estratégia de arbitragem de sentido oposto 
ao descrito anteriormente: 
a) aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) alienação de uma opção de venda ("short put"); 
c) venda de uma obrigação subjacente ("short asset"); e 
d) compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com maturidade "x" e valor 
nominal "X.e"". 
112 No ponto 2,4.1.1 constatou-se que não se afigura como a estratégia mais racional o exercício 
antecipado de uma opção de compra "americana" sobre uma obrigação que não liberte cash-flows até à 
data de vencimento do contrato (visto a venda da "call" revelar-se mais rentável), razão pela qual bastaria 
considerar os fluxos financeiros da estratégia de arbitragem no momento "1". Mesmo assim e como, na 
pratica, nem sempre a conduta dos agentes económicos é guiada por critérios estritos de racionalidade 
económica, convém ter em conta todas as possibilidades ao dispor do detentor da opção. 
l3Na data de vencimento das opções, o recebimento do valor nominal da "obrigação de cupão zero" 
adquirida no momento "ti" servirá exactamente para reembolsar a sua congénere vendida no momento "t". 
Em alternativa, como a venda da "obrigação de cupão zero" no momento "t" equivale à contracção de um 
financiamento no valor de "X.e""", o fluxo financeiro "X.e^.e11114)" pago no momento "ti" corresponde 
ao reembolso do capital e dos juros (para o prazo "ti-t") associados a tal empréstimo. 
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ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 







Se ST>X Se Sr<X 
Long call -c, +Ct,(VT) +(ST - X) 0 
Short put +P, -(X - SJ 0 -(X - ST) 
Short asset +S, -S„ -Sx -ST 
Long OCZ -X.CXe-" = -X +X.emM) +X.err +X.e" 
71 = -Ct+Pt+St-X +CU(VT) 
+X.[er(tl"lM] > 
0 
+X.[erT-l] > 0 +X.[en:-l] > 0 
Na verdade, se o detentor da "put" optar pelo seu exercício antecipado117 o valor da 
carteira será não negativo (n:tl > 0), pois a obrigação subjacente recebida anulará a posição 
curta" sobre ela existente desde o momento "t", o preço de exercício será pago através da 
venda da "obrigação de cupão zero" em carteira118 (gerando um excedente financeiro de 
i]") e proceder-se-à à venda da "call" donde resultará a obtenção do seu valor 
tempo (dado o seu valor intrínseco ser nulo para Stl < X). Por outro lado, no caso de a 
opção de venda não ser exercida antecipadamente então o valor futuro (isto é, o valor no 
momento "T", único período de ocorrência de cash flows) da carteira será também não 
negativo (7tT > 0). Isto porque, seja exercida a opção de compra (se ST > X) ou a opção de 
venda (se ST < X), haverá sempre lugar ao recebimento da obrigação subjacente e 
portanto à anulação da posição "curta" detida desde o momento "t", podendo o preço de 
exercício ser sempre pago através do recebimento do valor nominal da "obrigação de 
cupão zero", visto que X.e" > X. 
Mais uma vez, como 7Ctl T > 0 então 
7tt < 0 o -Ct+Pt+St-X ^ 0 o C(S,X,T) - P(S,X,T) - S + X > 0 
^ J^No caso de a "put" ser exercida antecipadamente pelo seu detentor. 
"Se não houver lugar ao exercício antecipado da opção de venda. 
Idem. 
Estratégia perfeitamente admissível para cotações suficientemente reduzidas da obrigação subjacente 
(vide quesito 2.4.2.1.). 
Ou seja, através do recebimento do valor acumulado associado à aplicação financeira realizada no 
momento "t", pelo valor "X" e à taxa de juro "r". 
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2.5.2. Opções "on the spot" com cupões. 
2.5.2.1. Opções europeias 
Paridade "put-caU": c(S,X,T) - p(Sv\,T) = S - I - X.e " (58) 
sendo, 
I s valor actual (isto é, no momento "t") dos cupões vincendos até ao momento 
"T", ou seja, 
I = 'YuJk x e"
r<*"'), em que 
*-(i 
Jks cupão gerado pela obrigação no momento "k"; e 
k = data de geração do k-ésimo cupão, com t < tl e T > tu. 
bal como acontece para as opções "europeias" sobre obrigações que não geram cupões 
até à maturidade dos contratos, a paridade "put-call" para opções "europeias" sobre 
obrigações que libertam cash flows durante a vigência dos contratos também resulta da 
necessidade de não lucratividade de duas estratégias de arbitragem exactamente 
simétricas. 
A primeira, designada por estratégia de arbitragem n0l, consiste em; 
a) adquirir uma opção de compra ("long call"); 
o) vender uma opção de venda ("short put"); 
c) vender a obrigação subjacente ("short asset"); 
d) comprar tantas "obrigações de cupão zero" ("long OCZs") quantos os cupões gerados 
até à maturidade da opção ("u" títulos), cora um valor nominal igual ao valor do cupão 
vincendo ("Jk", com k = tl, ..., tu) e com uma maturidade correspondente ao tempo em 
falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,tu); e 
e) adquirir uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") cujo valor nominal seja igual ao 
Pteço de exercício das opções e com uma maturidade idêntica ao tempo em falta até ao 
vencimento dos contratos. 
82 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM N01 
CARTEIRA iMOIVIEINTO t MOMENTO MOMENTO MOMENTO 
k T T 
Se ST>X Se Sr<X 
Long call -c, +(ST-X) 0 
Short put +P, 0 -(X-ST) 
Short asset +s, -Jv -ST -s. 
Long OCZs -I +Jk.e-
r(k"l).e,1k't) 
= +K 
Long OCZ -X.e"rT +X.e'rT.er(T'ri 
= +X 
+x 
K = -c+p+S,-! - 
X.e"rT 
0 0 0 
De acordo com o quadro anterior, o valor futuro da carteira em análise é sempre igual a 
zero. Em cada período de capitalização da obrigação subjacente (momento k, com k = tl, 
• tu), a perda do cupão {"Jk") resultante da venda dessa mesma obrigação é exactamente 
compensada pelo recebimento de um fluxo financeiro equivalente proveniente do 
reembolso do valor nominal de uma "obrigação de cupão zero" (adquirida no momento "t" 
por "J^e^-O"), pelo que 7rk = 0 (para k = tl, tu). No momento "T", seja exercida a 
opção de compra (se ST > X) ou a opção de venda (se ST < X), haverá sempre que 
despender o preço de exercício através do recebimento do valor nominal da "obrigação de 
cupão zero" comprada no momento "t" por "X.e"rT" e, em contrapartida, será obtida uma 
obrigação subjacente, a qual permitirá compensar a posição "curta" detida desde o 
momento "t" sobre tal activo. Deste modo, 7tT = 0. 
Portanto, uma vez que 7tkT = 0, o valor actual da carteira terá de ser não positivo para que 
não seja possível obter ganhos sem risco; 
7tt < 0 <=> -c+p+S,-! -X.e"
rT< 0. 
A estratégia de arbitragem n^ assenta numa carteira de sinal contrário ao definido para a 
Pnmeira estratégia, isto é, passa pela; 
a) venda de uma opção de compra ("short call"); 
o) compra de uma opção de venda ("long put"); 
c) aquisição de uma obrigação subjacente ("long asset"); 
d) venda de tantas "obrigações de cupão zero" ("short OCZs") quantos os cupões 
gerados até à maturidade da opção ("u" títulos), com um valor nominal igual ao valor do 
cupào vincendo ("Jk", com k = tl,..., tu) e com uma maturidade correspondente ao tempo 
cm falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,tu); e 
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e) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") cujo valor nominal seja igual ao 
preço de exercício das opções e cora uma maturidade idêntica ao tempo em falta até ao 
vencimento dos contratos. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM N°2 






ST> X Se ST<X 
Short call +c, -ÍST-X) 0 
Long put -P, 0 +(X - S,) 
Long asset -s, +ST +ST 
Short OCZs +1 -Jk.e'
nk"t).enk"1' — 
-Jv 
Short OCZ +-X.e"rT -X.e-^.ehT-t) = 
-X 
-X 
K = +Ct-pt-S+I 
+X.e"rT 
0 0 0 
Tal como na estratégia anterior, o valor futuro da carteira de arbitragem é nulo. Até à 
maturidade das opções, os cupões provenientes da obrigação subjacente detida são 
utilizados para amortizar o valor nominal da correspondente "obrigação de cupão zero" 
vendida no momento "t", donde rtk = 0 (para k = tl, ..., tu). Na data de vencimento das 
opções, o exercício da "call" (se ST > X) ou da "put" (caso ST < X) dará origem à entrega 
da obrigação subjacente era carteira contra o recebimento do respectivo preço de 
exercício, o qual permitirá reembolsar o valor nominal da "obrigação de cupão zero" 
vendida no momento "t" por "X.e"rT". Consequentemente, kt = 0. 
Sendo ;tk T = 0, toraa-se necessário que: 
7tt < 0 o +ct-pt-Sl+I +X.e"
n: < 0. 
Combinando as condições resultantes das duas estratégias de arbitragem estudadas, 
-c+p+S-I -X.e'"< 0 a +ct-p1-S+1 +X.e"
rr < 0 o 
+ct-pt-S+1 +X.e"
rT > 0 a +ct-p(-S+1 +X.e"
rT < 0 => 
conclui-se que 
==> +c[-p1-S+1 +X.e"
rT = 0 <=> c(S,X,T)-P(S,X,T) = S-I-X.e-" 
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2.5.2.2. Opções americanas 
Paridade "put-caU": S - X-e " > C(SVX,T) - P(S,X,T) > S - I - X (59) 
sendo, 
I = valor actual dos cupões vincendos até ao momento "T", ou seja, 
/ ^ yVn x e~r{k~'), em que 
Jk= cupão gerado pela obrigação no momento "k"; e 
k = data de geração do k-ésimo cupão, com t < tl e T > tu. 
A primeira desigualdade implícita na condição (59), S-X.e-" > C(S,X,T)-P(S,X,T), deriva 
da estratégia de arbitragem assente na; 
a) compra de uma obrigação subjacente ("long asset"); 
b) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") com um valor nominal igual ao 
preço de exercício das opções e com uma maturidade idêntica ao tempo em falta para o 
vencimento dos contratos; 
c) venda de uma opção de compra ("short call"); e 
d) compra de uma opção de venda ("long put"). 














J-ong asset -s. +sv +ST + ST 
Short OCZ +X.e-" -X.e^.e^"1^ 
-X.e^1"*) 
-X -X 
Short call +C, -ÍSv-X) -(ST - X) 0 
JLong put -P, +P,(VT) 0 +(X - ST) 





+Jk > 0 0 0 
119 No caso de a opção de compra não ter sido exercida antecipadamente. 
85 
Como a carteira de arbitragem envolve a venda de uma "american call" e sabendo-se que o 
exercício antecipado de uma opção de compra "americana" sobre obrigações que libertem 
cash flows até à data de vencimento do contrato apenas poderá ser vantajoso nas datas de 
vencimento dos cupões, então basta considerar o valor futuro da carteira nessas mesmas 
datas de capitalização da obrigação subjacente (momentos k, com k = tl, tu) e na 
maturidade das opções (momento "T"). Assim, se a "call" for exercida antes da sua 
maturidade (ou seja, aquando do vencimento de um qualquer cupão), proceder-se-á à 
liquidação física do contrato mediante a entrega da obrigação subjacente em carteira, 
utilizar-se-á uma parte do preço de exercício recebido para adquirir uma "obrigação de 
cupão zero" de valor nominal "X" e maturidade correspondente ao tempo em falta para o 
vencimento da "put",20(ainda sobrando "X.[l-e'r(T"k)]") e obter-se-á o valor tempo da 
opção de venda detida através da sua alienação. Caso não haja lugar ao exercício 
antecipado da opção de compra, então a carteira constituída libertará, em cada momento 
"k" (k = tl, ..., tu), um fluxo financeiro positivo correspondente ao cupão vencido pela 
obrigação subjacente. Em qualquer dos casos, o valor futuro da carteira antes do 
momento "T" será sempre não negativo (7rk > 0, para k = tl, ..., tu). Por outro lado e 
mesmo que não se tenha verificado o exercício antecipado da "call", o valor da carteira no 
momento "T" será sempre igual a zero (7tT = 0) pois, seja ST > X ou ST < X, o 
correspondente exercício da "call" ou da "put" dará sempre lugar à liquidação física do 
contrato via entrega da obrigação subjacente detida e à amortização do valor nominal da 
"obrigação de cupão zero" vendida no momento "t" através do recebimento do preço de 
exercício. 
Em síntese, 7tk T > 0, pelo que 
7tt < 0 <=> -St+X.e-"+Ct-Pt <00 S-X.e-" > C(S,X,T)-P(S,X,T) 
Para demonstrar a segunda condição subjacente à desigualdade (59), C(S,X,T) - P(S,X,T) 
- S - I - X considere-se a seguinte estratégia de arbitragem; 
a) aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) venda de uma opção de venda ("short put"); 
c) venda de uma obrigação subjacente ("short asset"); 
d) compra de tantas "obrigações de cupão zero" ("long OCZs") quantos os cupões 
gerados até à maturidade da opção ("u" títulos), com um valor nominal igual ao valor do 
cupão vincendo ("Jk", com k = tl,..., tu) e com uma maturidade correspondente ao tempo 
em falta para o vencimento de cada cupão ("k-t", com k = tl, ...,tu); e 
e) aquisição de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") cujo valor nominal seja 
igual a "X.e"" e com uma maturidade idêntica ao tempo em falta até ao vencimento dos 
contratos. 
Deste modo, no momento "T" haverá lugar ao recebimento do valor nominal deste título ("X"), o qual 
Permitirá amortizar o valor nominal da "obrigação de cupão zero" vendida no momento "t". Visto por 
outro pnsma, no momento "k" procede-se ao reembolso do capital e dos juros ("X.e^.e^V") associados 
30 financiamento contraído no momento "t" e no valor de "X.e""". 
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t < t* < T 
momento k 





Lona call -c, +CrdVT) +(Sr-X) 0 
Short put +P, -(X - S„) 0 -(X-ST) 
Short asset +S. -st. -k -Sr -ST 
Long OCZs -I + 
feri 
hf 
Long OCZ -X +X.e,t*"ti +X.ert +X.erT 












Uma vez que a carteira de arbitragem considerada engloba a venda de uma opção de 
venda "americana" (sobre uma obrigação que liberta cash flows até à data de vencimento 
do contrato) e como o exercício antecipado deste tipo de opções poderá ser desencadeado 
pelo seu detentor122, é necessário ter em conta o valor futuro da carteira para esse mesmo 
cenário. Então, se houver lugar ao exercício antecipado da "put" (num qualquer momento 
"t*" situado entre a data de avaliação e a maturidade dos contratos), o consequente 
recebimento da obrigação subjacente permitirá anular a posição "curta" detida sobre esse 
mesmo activo, uma parcela do produto da venda da "obrigação de cupão zero" adquirida 
no momento "t" pelo valor "X" possibilitará o pagamento do preço de exercício da opção 
(ainda restando um valor de "X.fe^M]"), proceder-se-á à venda das "obrigações de 
cupão zero" associadas aos cupões cora vencimento posterior ao momento de exercício 
(momento "t*") e, por último, receber-se-à o valor tempo da opção de compra através da 
sna alienação. Concluindo, caso a "put" seja exercida antecipadamente, o valor futuro da 
carteira será não negativo (7tt. > 0, para t < t* < T). Na hipótese contrária (ou seja, de não 
j 21 
*■ Caso não tenha havido lugar ao exercício antecipado da opção de venda. 
22 Vide ponto 2.4.2.2. 
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exercício antecipado da opção de venda), o valor futuro da carteira será necessariamente 
nulo até à data de vencimento dos contratos ( 0, para k = tl,tu), dado que a perda 
dos cupões gerados pela obrigação subjacente vendida é exactamente compensada pelo 
recebimento do valor nominal da correspondente "obrigação de cupão zero" adquirida no 
momento "t". Na data de vencimento dos contratos e se a "put" não tiver sido objecto de 
exercício antecipado, o valor da carteira será sempre não negativo (7tT > 0) pois, seja 
exercida a "call" (se ST > X) ou a "put" (caso ST < X), a posição "curta" assumida sobre a 
obrigação subjacente será sempre anulada através da obtenção de tal activo e o reembolso 
do valor nominal da "obrigação de cupão zero" com maturidade "t" mais do que permitirá 
pagar o preço de exercício (resultando ainda um excedente financeiro no valor dos juros 
proporcionados por este último título. "X.[erT-1]"). 
Daqui resulta que, sendo o valor futuro da carteira sempre não negativo, então o seu valor 
actual terá de ser não positivo, pois de outro modo haveria lugar à obtenção de margens 
de arbitragem; 
7tt < 0 «-Ct+P+S,-I -X < 0 o C(S,X,T) - P(S,X,T) > S -1 - X. 
2.5.3. Opções sobre futuros. 
2.5.3.1. Opções europeias 
Paridade "put-call": c(F^\,T) - p(Fv\,T) = (F - Xj.e"^ (60) 
A não verificação da restrição (60) possibilitaria a obtenção de lucros sem risco através da 
prossecução de uma de entre duas estratégias de arbitragem alternativas e exactamente 
simétricas. 
Em primeiro lugar, analise-se a carteira associada à estratégia de arbitragem que seria 
potenciada pela verificação da relação "c(F,X,T) - p(F,X,T) > (F - Xj.e'""; 
a) venda de uma opção de compra ("short call"); 
b) compra de uma opção de venda ("long put"); 
c) aquisição de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com uma maturidade 
correspondente ao tempo em falta para o vencimento dos contratos e com um valor 
nominal igual à diferença entre a cotação actual do futuro e o preço de exercício das 
opções (Ft- X); e 
d) compra, em cada dia "t+s" (s = 0,1, ...,t-1) anterior à data de vencimento das opções, 
de "e-h iXt-HH-i)]" contratos futuros, para no dia seguinte ("t+s+1") esses mesmos contratos 
serem vendidos e o resultado gerado (e"dT-(t+s+1M (Ft+sH-Ft+s)) ser aplicado (se positivo, ou 
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financiado, caso seja negativo) até à data de vencimento dos contratos mediante a compra 
(ou venda) de uma "obrigação de cupão zero" cora maturidade "T-{t+s+I)" e de valor 
nominal (F^^F^). Estas operações recebem a designação de "long rollover futures" e 
asseguram a obtenção de apenas um cash flow "Fr-Ft" no momento "T", conforme foi 
demonstrado no ponto 2.4.2.3. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
FT < X Ft >X 
Short call +c, 0 -(Ft- X) 
Long put -P, +(X - Fr) 0 
Long OCZ -(F,- X).e"rT +(Fl. X) +(Ft- X) 
Lona rollover futures 0 F,-F, FT-Ft 
K = +c,-p,-(Ft- X).e- 0 0 
Visto o valor futuro da carteira ser sempre nulo (7tT = 0), a inexistência de ganhos de 
arbitragem requer então que o seu valor actual seja não positivo: 
7rt < 0 <=> +ct-pl-(Ft- X).e'
rT < 0 o +ct-pt < (Ft- X).e"
rT. 
Por outro lado, a verificação da relação "c(F,X,T) - p(F,X,T) < (F - Xj.e""" também 
possibilitaria a obtenção de margens de arbitragem, bastando para tal o desenvolvimento 
da estratégia oposta à delineada anteriormente: 
a) compra de uma opção de compra ("long call"); 
b) alienação de uma opção de venda ("short put"); 
c) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") com uma maturidade 
correspondente ao tempo era falta para o vencimento dos contratos e com um valor 
nominal igual à diferença entre a cotação actual do futuro e o preço de exercício das 
opções (Fj- X); e 
d) venda, em cada dia "t+s" (s = 0,1, ...,t-1) anterior à data de vencimento das opções, de 
"e-ftT-(t+s+i)i" contratos futuros, para no dia seguinte ("t+s+l") esses mesmos contratos 
serem comprados e o resultado gerado (-e-dT-<t+s+ril.(Fl+s+1-Ft+s)) ser financiado (se for 
negativo, ou aplicado, se for positivo) até à data de vencimento dos contratos mediante a 
venda (ou compra) de uma "obrigação de cupão zero" com maturidade "T-(t+s+l)" e de 
valor nominal (F^^F^. Estas operações recebem a designação de "short rollover 
futures" e asseguram a obtenção de um cash flow "-(FT-Ft)" no momento "T", conforme 
foi demonstrado no ponto 2.4.1.3. 
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ESTRATÉGIA PE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se Ft < X Se Ft >X 
Long call -c, 0 +(Ft-X) 
Short put +P, -(X - Fr) 0 
Short OCZ +(F,- X).e"rT "(F,- X) -(Fr X) 
Short rollover futures 0 -(Fr - F,) -(FT-Ft) 
7t = -c^P.+ÍFr X).e- 0 0 
Na verdade, o valor futuro da carteira é novamente igual a zero (7tT = 0) e portanto 
existirão oportunidades de arbitragem a não ser que o valor actual da carteira seja 
negativo ou nulo, isto é, 
tt, < 0 <=> -Ct+p^Fj- X).e'rT < 0 <=> +ct-pt > (F^ Xj.e"". 
Em síntese, a inviabilização das duas estratégias de arbitragem anteriores passa pela 
conjunção das duas condições seguintes; 
+ct-pt < (Ft- Xj.e-" a +ct-pt > (Ft- X).e"
rT => 
=> c(F,X,T)-p(F,X,T) = (FrX).e-" 
2.5.3.2. Opções americanas 
Paridade "put-call": F.e"" - X < C(F,X,T) - P(F^X,T) < F - X.e'" (61) 
Com vista à demonstração da desigualdade "F.e"rT - X < C(F,X,T) - P(F,X,T)" atenda-se à 
seguinte carteira de arbitragem: 
a) aquisição de uma opção de compra ("long call"); 
b) alienação de uma opção de venda ("short put"); 
c) venda de uma "obrigação de cupão zero" ("short OCZ") de valor nominal "Ft - X.e"" e 
com uma maturidade "t"; e 
d) "short rollover futures", ou seja, venda, era cada dia "t+s" (s = 0,1, anterior à 
data de vencimento das opções, de "e-dT-^^1)!" contratos futuros, para no dia seguinte 
("t+s+l") esses mesmos contratos serem comprados e o resultado gerado 
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(-e rtr-u-H,-lll .{Ft+i+1 - Ft+t)) ser financiado (se for negativo, ou aplicado, se for positivo) 
até à data de vencimento dos contratos mediante a venda (ou compra) de uma "obrigação 
de cupão zero" com maturidade "T-(t+s+l)" e de valor nominal (F[+;rM-Ft+J. 
ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO t+s 








Se FT< X Se Ft >X 






Short put +P, -(X - F1+J -(X - Ft) 0 
Short OCZ +(Fl-X.e
rT).e'rx 
F,.e'rT - X 
-(Ft.e"
rT - X).ers 
-Ff.e"ú
T"s) + X.ers 
-(Ft - X.e












+X.(erx-1) > 0 +X.(erT-l) > 0 
Se a "put" for exercida antecipadamente123 (isto é, em qualquer momento "t+s" anterior à 
sua data de vencimento) e conforme demonstrado no quadro anterior, o detentor da 
carteira beneficiará de um fluxo de tesouraria não negativo na medida em que procederá: 
a) à venda da opção de compra detida, obtendo o respectivo valor tempo; 
b) à aquisição de uma "obrigação de cupão zero", com uma maturidade igual ao tempo em 
falta para o vencimento das opções ("t-s") e com um valor nominal igual a "Ft - X.e"", 
para que no momento "T" o recebimento deste último valor permita reembolsar o valor 
nominal da "obrigação de cupão zero" vendida no momento "t"124 ; e 
c) à desmobilização antecipada de todos os resultados dos futuros gerados até ao 
momento "t+s" (inclusive), os quais haviam sido financiados ou investidos até ao período 
"T", obtendo-se um valor acumulado de "-(Ft+S- Ft).e'
ríT*s)", isto é, 
123 O que, de acordo com o ponto 2.4.2.3. deste capítulo, é perfeitamente plausível para níveis 
suficientemente baixos de "F". 
124 m n Dito de outro modo, aquando do exercício antecipado da opção de venda (ou seja, ao fim de "s" 
períodos) proceder-se-à ao pagamento do capital e dos juros ("(Fl.e'
rr-X).ers") relativos ao empréstimo 
contraído no momento "t" e no valor de "F^C^-X". 
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Momento N0 de 
futuros 
vendidos 









t+1 e-rfT-(l+2)l -e-dT-ít+D) (Ft+i.Fi) +e<1T-(l+l)|.(Pi+].pt) 0 
t+2 g-r|T -(H-3)| -e-nx^UP.^-P,.,) +e-ri
T-<t+:)| (Ft+?-F,+I) 0 
t+s-1 ^-r| r-<t+s)| +e-r,T^s.n|.(Pf_rP_?) 0 
t+s g-r(T-(l+!í+l)| 0 CF 
no momento "t+s", para além do resultado desse período, procede-se também à liquidação 
do valor acumulado (até ao momento "t+s") dos financiamentos e/ou investimentos 




= -e^^^UF^pFJ.e^K^Ht+i)). . ... . 
- e-d^t+s.i)|.(Ft+s_i.Ft+^).er{(t+sHi+s.i)l. eTlT^i.^.p^) = 
= [-(Ft+1-Ft) - (Ft+2-Ft+1) -... - (F^-F^) - (F^-F^^J.e^)! = 
= -(Ft+S- Ft).e"
rfT-(l+s)l - -(Fm- F^.e-dCT^I = .(Ft+S- Ft).e-
r^-s). 
Por outro lado, na hipótese de não se assistir ao exercício antecipado da opção de venda, 
então a estratégia de arbitragem definida somente gerará fluxos financeiros na data de 
vencimento das opções, sendo o valor da carteira mais uma vez não negativo. 
Deste modo, como o valor futuro da carteira é sempre não negativo (7tt+sT > 0, para s = I, 
■ 1), o seu valor actual deverá ser não positivo, 
7tt < 0 <=> -Q+P^.e-^-X < 0 o 
e portanto, 
F.e"" - X < C(F,X,T) - P(F,X,T). 
Quanto à segunda desigualdade incorporada na condição (61), "C(F,X,T) - P(F,X,T) < F - 
X.e""", ela deriva da necessidade de inviabilização da seguinte estratégia de arbitragem: 
a) venda de uma opção de compra ("short call"); 
b) compra de uma opção de venda ("long put"); 
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c) compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ"), com um valor nominal de 
"F.e^-X" e com vencimento na maturidade das opções (ou seja, no momento "T"); e 
d) compra, em cada dia "t+s" (s = 0,1, ...,t-1) anterior à data de vencimento das opções, 
de contratos futuros, para no dia seguinte ("t+s+1") esses mesmos contratos serem 
vendidos e o resultado gerado (e^^MPt+^-F,^)) ser aplicado (se positivo, ou financiado, 
na hipótese contrária) até à data de vencimento das opções mediante a compra (ou venda) 
de uma "obrigação de cupão zero" cora maturidade "T-(t+s+l)" e de valor nominal (Fl+s+]- 
Ft+S). Esta sucessão de operações irá ser designada por "long rollover futures", só que 
agora, e ao contrário do que foi demonstrado no ponto 2.4.2.3., o cash flow obtido no 
momento "T" ascende a "(Fj-Fjj.e"", pois 
Momento N0 de Resultado dos Investimento Cash 






t+1 e2r C.ÍF.+rF) -^.(F^-F,) 0 
t+2 e3r e2r.(Fl+,-Fl+,) -e
2r.(F+,-Ft+,) 0 
t+s grfsH-l) e-fF^-F^) -«".(F^-F^,) 0 
t+(T-l) grlÍT-lJ+l^gn ^\i¥T.rFT.7) -e
r(T'l).(FT.1-FT.2) 0 
T = t+T 0 e-.(FT-FT.,) 0 CFt 
apenas há lugar à obtenção de um fluxo financeiro no momento "T", o qual corresponde 
não só ao resultado do futuro desse periodo mas também à desmobilização do valor 
acumulado de todos os resultados anteriormente investidos ou financiados até esse 
momento, ou seja, 
CFt = e
r.(Ft+1-Ft).e
rfr<t+1)l + ^.(F^-F^j.erCW)! + ... + 
+ erfT"1).(FT.1-FT.2).e
r + 6".^^.,) = 
= [(Ft+1-Ft) + (Fl+2-Ft+1) + ... + (Fj,,-^) + (F-p-F-p.jjj.e" = 
= (FT-Ft).e" 
O quadro seguinte sintetiza os fluxos financeiros associados à estratégia de arbitragem em 
análise: 
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ESTRATÉGIA DE ARBITRAGEM 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO t+s 








Se F r < X Se Ft>X 
Short call +ct -(F,.*.,.- X) 0 -(Ft- X) 
Long put -P. +P,JVT) 
+(X - Ft) 0 
Long OCZ -(Ft.e
rT-X).e'rT 











rs +(Ft- Ft).e" +(Ft- Ft).e" 








rr-l) > 0 +FT.(e
rT-l) > 0 
Assim, mesmo que a "call" seja exercida antecipadamente o valor futuro da carteira será 
não negativo (7rt+s > 0, para s = 1, pois o seu detentor: 
a) venderá a "put" em carteira pelo seu valor tempo (visto estar necessariamente "out-of- 
the-money"); 
b) venderá a "obrigação de cupão zero" adquirida no momento "t"; e 
c) desmobilizará, antecipadamente, todos os resultados gerados pelos futuros até ao 
momento "t+s" (inclusive), os quais haviam sido investidos ou financiados até ao período 
"T", obtendo-se um valor acumulado de "+(Fl+s- Ft).e
rs", isto é. 
Momento N0 de Resultado dos Investimento Cash 
futuros futuros ou flow de 
comprados financiamento cada 
do resultado período 
t e1 
 t+l e2r eL(F(+,-F,) -C .(Fl+1-F,) 0 
t+2 e31 e^.íF.^-F..,) -e2r.(F,+,-Ff+,) 0 
 ... ... 
 t+s-I e" ^P.ÍF^rF,^) e^-^.ÍF.^.-F.^) 0 
t+s gr(s+-I)  ^(F^-F^.,)  0 CF,. 
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no momento "t+s", para além do resultado desse período, procede-se também à 
desmobilização do valor acumulado (até ao momento "t+s") dos investimentos e/ou 
financiamentos efectuados em todos os períodos anteriores, o que tudo somado ascende a 
um cash flow de 
CFl+s = +e
r.(Ft+1-Fl).ed(
t+sHi+i)l + ^.(F^-F^,).^^^)! + ... + 
+ eíts-1).(Ft+^1-Ft+v2).e
rl(t+s>-(l+s-1)l + e^F^-F^,) = 
- [(Ft+|-Ft) 
+ (Ft+2-Ft+1) + ... + (F^.-F^) + (Ft+s-Ft+vI)].e- = 
= (Ft+s-Ft).e-. 
Se a opção de compra não for exercida antecipadamente, então a estratégia de arbitragem 
apenas libertará cash flows no momento "T", sendo o valor da carteira sempre não 
negativo (ti,- > 0), independentemente da cotação do futuro subjacente. 
Concluindo, como Kt+sT > 0 (para s= 1, ...,t-1), então 
Ttj < 0 <=> +Ct-P(-Ft+X.e'
rT < 0 <=> 
e portanto 
<=> C(F,X,T) - P(F,X,T) < F - X.e"rT. 
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3. MODELOS DE AVALIAÇÃO DE OPÇÕES FINANCEIRAS SOBRE 
OBRIGAÇÕES l- 
A descrição dos diversos modelos de avaliação de opções financeiras sobre obrigações 
será dividida em dois grandes blocos, a saber; a avaliação de opções sobre futuros e a 
avaliação de opções "on the spot". No entanto, previamente proceder-se-à ao estudo 
do modelo pioneiro ao nível da avaliação de opções. 
3.1. Modelo de Black-Scholes125 
Muito embora o modelo desenvolvido por Fischer Black e Myron Scholes forneça a 
primeira e, indubitavelmente, a mais conhecida fórmula analítica fechada de avaliação 
de opções, tratando-se de opções financeiras sobre obrigações e sah/o raras excepções, 
a sua aplicabilidade encontra-se comprometida. 
Mesmo assim, como algumas das fórmulas de avaliação de opções financeiras sobre 
obrigações podem ser deduzidas mediante a mera introdução de alterações sobre o 
modelo de Black-Scholes, convém proceder desde já à análise deste último. 
3.1.1. Pressupostos 
O modelo de Black-Scholes permite a valorização de opções "europeias" desde que 
sejam verificadas as seguintes hipóteses: 
i) os mercados de opções e do activo subjacente não envolvem quaisquer custos de 
transacção, sendo os diversos títulos perfeitamente divisíveis; 
ii) a taxa de rendimento sem risco é constante durante a vida da opção e igual a "r" por 
unidade de tempo; 
iii) o activo subjacente não gera cash flows durante a vida da opção; 
iv) o preço do activo subjacente segue um processo de 1TO, isto é, 
ASt = a(St,t).St.At + a(St,t).St.AZt 
sendo, 
ASt = St+Al - St; 
l25Black, F., e M. Scholes, 'The Pncing of Options and Corporate Liabilities", Journal of Politicai 
Economy, Maio-Junho 1973, pp. 637-54. 
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aíS,^) = taxa de rendimento esperada do activo subjacente durante o período 
de tempo At; 
CT(St,t) = desvio-padrão da taxa de rendimento esperada do activo subjacente 
durante o período de tempo At126; e 
AZ, = - Zj, onde {Z,, t e [0, +oo[} é um processo de Wiener, ou seja, 
AZt~N(0, VÃ/) 
e 
COV^AZ^, AZ,.) = 0 para t ^ t* 
Desde logo é possível observar que, como o valor de uma obrigação corresponde à 
soma dos seus cash flows futuros actualizados e portanto decresce pelo valor do cupão 
em cada período de capitalização, dificilmente o preço de uma obrigação que gere 
cupões antes do vencimento da opção poderá obedecer ao movimento Browniano 
geométrico descrito anteriormente. No entanto, se o activo subjacente for um futuro 
sobre uma obrigação, então a hipótese (iv) poderá já ser admissível. 
3.1.2. Equação diferencial fundamental 
Com base nos pressupostos enunciados é possível deduzir a equação diferencial à qual 
deverá obedecer o valor de qualquer opção "europeia" (de compra ou de venda)127. 
Para tal, basta construir uma carteira de 
.n(S„t) activos subjacentes 
e 
.mfS,^) obrigações de cupão zero, emitidas pelo Estado (ou seja, de risco nulo), cora 
ura valor nominal unitário e maturidade igual ao tempo em falta para o vencimento da 
opção, 
de forma a que tal carteira constitua uma cópia exacta do perfil de cash flows (em 
termos de montante e data de ocorrência) da opção em análise. Tratando-se de uma 
call "europeia", como os fluxos financeiros a ela associados apenas têm lugar nos 
momentos "t" e "T", sendo o último cash flow dado por c^. = max [0, ST - X], então a 
"carteira cópia" deverá obedecer a duas condições: 
Ia) a carteira não poderá gerar qualquer fluxo financeiro entre os momento "t" e "T" 
(condição de autofinanciamento); e 
2a) o valor da carteira na maturidade da opção terá de ser dado por 
VT = V(St,T) = max [0, S, - X] 
No momento "t", o valor da carteira corresponde a 
V, = V(St,t) = n.S, + niB,, em que B, = e
-" 
e portanto a variação do seu valor no período de tempo At vem igual a 
l26Este parâmetro traduz a volatilidade do preço do activo subjacente, a qual é suposta constante 
durante a vigência da opção em análise. 
127Vide Jarrow, R., e A. Rudd, Option Pncing, Dow Jones-Irwin, 1983, capítulo 8, 
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AV - V(Sl+At,t+At) - V(St,t) = n.AS + m.AB + An.(St+AS) + Ara.(Bt+AB) + O(At) 
sendo, 
AB = Bt+Al - Bt = ^ = r.At + O(At); 
An = n(S(+Al,t+At) - n(St,t); 
Am = m(St+Al,t+At) - m(St,t); e 
O(At): lim^^=o 
A/-0 A/ 
Então, para que a condição de autofinanciamento seja satisfeita, é necessário que as 
transacções de activos e de obrigações se compensem de forma exacta, ou seja, que 
An.íSj+AS) + Am.(Bt+AB) = 0 
AB = r.At + 0{At) U Hm —1^1 = o 
A/-0 Aí 
An.S, + An.AS + Am.Bt+ Am.r.At = 0, sendo esta última igualdade designada por 
equação de autofinanciamento. 
Mas como: 
i) desenvolvendo An em série de Taylor e desprezando os termos de ordem superior à 
segunda, para "S", e à primeira, para "t", obtém-se 
cn K ch 1 _ l rffi n2 A , 
An——-Aíh AA H— — ■ AS +0(Aí) 
â âS, 2 âSf 
e como 
AS2 = o2 -S? ■ At +0{At)m 
vem, finalmente 
áh . ài . „ \ c?n * x 
An = —-Aí + A^+ --cr -S, -Aí + CHA/) 
ã cS, 2 cS2 
ii) de igual modo, desenvolvendo Am em série de Taylor (até à segunda ordem, para 
"S", e até à primeira ordem, para "t") e atendendo à igualdade 
AA2 = o2 -S2 • A/ +(9(A/), obtém-se 
,28Pois. (a-S,-At + a-S,-AZ,)2 = a2-S2-At2 +2-a-a-Sf - At-AZ, +02 -Sf-AZ2, 
AZ2 = At e At2 = At-AZ, = 0{At). 
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ârn K cm K n \ c^m 02 4 /n/ a x 
Am = A/h AAh --cf -S, -A/h-OíA/) 
clt cS. 2 íA,2 
iii) atendendo à expressão dada pela alínea i). 
An.AS = [—-A/ + —-AA ^--cr2 - A,2 • A/+ 0(A/)].AS 
ã cS. 2 íA; 
At.AS = O(At)129 D AA2 = cr - A,2 A/ +0(A/) 
An.AS = cf -A,2 -A/h-OíA/) 
6-A, 
iv) finalmente, utilizando a expressão da alínea ii), 
Am.r.At - [—-A/H- —•AA + -1--^-cr -A,2 -A/+ 0(A/)].r.At 
a cS, 2 cS; 
e sabendo que A/2 = 0[m) e At.AS = O(At), vem 
Am.r.At = O(At). 
Então, a equação de autofinanciamento 
An.St+ An.AS + Am.Bt+ Am.r.At = 0 o 
passa a ser dada por 
o (—•A/+ —•AA+-~-a2 -A2 • A/ +(9(A/)).St+ • cr
2 • A2 -A/ + 
a cS, 2 cS; ' cS, 
ân Â âm L n l cfm 2 „2 * ^ 
+ ( A/+ AA + T-(f-S, 
a as. 2 es : 
ou seja, 
sendo, 
U AA = a-Af-Az + cr-A,-AZ, 
X -At + V.a-S, - AZ, =0 




ài ch 1 Jn , ; 
— + — -cc-S h   -cr -S, 
â âS, ' 2 cSj ' cS, 
-r e"-[V-n-S^+e" ■ 
(âV cu \ 
' ^ t 
a a 
+ e 
(cV ch ^ 
 n- __. ^ 





as; as, as; 
■s. ■cr -Sf]^ - O 
A 
as. ' 
/ -7 r A 
cr cri „  ,! S 
yàS, as, 'j 
■e'n = 0 
<=> 
ry rv 1 av 
 r-V +r-n-S, + a-S, -n-a-S, + r-cr -S; =0 






1 <?V 2 02 ^ o r/ --cr-s; + — + r-S, r-V = 0 
2 as; 'a 'as, 
Em síntese, uma carteira VlS^t) que obedeça à condição de autofinanciamento dada 
pela igualdade anterior, não gera qualquer cash flow entre os momentos "t" e "T". 
Consequentemente, uma carteira V(St,t) constituirá uma cópia exacta do perfil de cash 
flows de uma opção de compra "europeia" desde que preencha os dois requisitos 
seguintes: 
i) -S? +—+r-S,-—-r-V = 0;e 
2 as; 'a 'as, 
») V(St,T)= max [0, ST- X]. 
Então, se tal acontecer e de forma a evitar a existência de oportunidades de 
arbitragem, ter-se-á de verificar a igualdade ct = V(St,t), pelo que a equação diferencial 
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fundamental a satisfazer pelo valor de qualquer call "europeia" (e no âmbito dos 
pressupostos do modelo) é dada por: 
I à* c > , cc dc 
sujeito a (62) 
Cr = max [0, ST - X] 
3.1.3. Argumento de neutralidade face ao risco 
Observando a equação diferencial (62) constata-se que ela apenas depende de 
parâmetros que não são função do perfil de risco do investidor, a saber; 
0 preço actual do activo subjacente (St); 
a volatilidade do preço do activo subjacente (cr); e 
a taxa de rendimento sem risco (r). 130 
Assim, como a equação diferencial (62) não depende do perfil de risco do investidor 
Osto é. qualquer que seja o grau de aversão ao risco considerado, ele em nada irá 
afectar a solução da equação diferencial), então esta pode ser resolvida assumindo um 
qualquer perfil de risco, era particular e em virtude da sua simplicidade, admitindo que 
o investidor é neutral face ao risco131. E sendo, por hipótese, os investidores neutrais 
face ao risco, então qualquer activo possuirá uma remuneração esperada igual à taxa 
de rendimento sem risco, o que no caso de uma opção de compra "europeia" se 





Cj. = max [0, ST - X] 
c. = = £[max(0,5r-A')]-e- 
Mas como. 
Com efeito, o único parâmetro que depende do perfil de risco do investidor é a taxa de rendimento 
^perada do activo subjacente (a), a qual não está incluída na equação diferencial fundamental. 
Obviamente que na prática, os agentes económicos ao invés de neutrais são normalmente avessos 
ao osco e portanto, tanto a taxa de rendimento esperada para o activo subjacente como a taxa de 
Actualização dos cash flows gerados pela opção são maiores do que a taxa de rendimento sem risco. 
este modo, o que a equação (62) permite verificar, à luz dos pressupostos do modelo, é o facto de as 
1135 diferenças anteriores se anularem mutuamente, o que possibilita a utilização da taxa de 
rendimento sem nsco para ambos os casos (seja como taxa de rendimento esperada para o activo 
subjacente, ou como taxa de actualização dos cash flows da opção). 
Pois, o valor actual da call é conhecido (é uma constante). 
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Mas como, 
1 ST < X => maxío,^ - X) = 0 => cl = E{o)-e'" = 0 
> X => max(0,1S'r - X) = ST ~ X => c, = E{St - X)-e' 
então, fazendo p = P[ST >X]
|:'3, vem 
c, = £[max(0,5r-.V)]-e-'
T c^c, ={\-p)-Q +p\E[ST I ST> X)^-" - X-e'"] <=> 134 
C, =p-E[StISt > Xj e-"-p-X-e-
n 
Concluindo, para obter a formula de valorização de uma opção de compra "europeia" 
ha então que resolver esta última equação. 
3.1.4. Distribuição de probabilidades do preço do activo subjacente na 
maturidade da opção 
Todavia, a resolução da equação anterior requer o conhecimento da distribuição de 
probabilidades de ST. Ora, o modelo de Black-Scholes assume que o preço do activo 
subjacente na maturidade da opção segue uma distribuição lognormal, na medida em 
que pressupõe que o comportamento de "S" é descrito por um processo de ITO. 
Com efeito, considerando o pressuposto iv) em tempo contínuo, isto é, 
dS = a-S-dt + <j-S-dZ com (iZn 
e aplicando o Lema de ITOn5 à transformação GíS,t) = InS, obtém-se 
d\nS = 
1 - n 1 ' 
— cr ■ 5 + 0 + — • 
S 2 
V-52 ■dt + — -cy-S-dZ <=> 
S 
<^>d\nS = (a-^-)-dt + a-dZ^> 
Fazendo u= a-vem 
2 
|"Peloque, l-p = P[ST<X]. 
"ST" é uma variável aleatória, mas "X" é uma constante. 
Se a variável "x" segue um processo de ITO (isto e, dx = a(x,t).dt + b(x,t).dZ onde Z segue um 
Processo de Wiener) e G = G(x,t), então a variável "G" também segue um processo de ITO, sendo 
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dG = cG âG \ JG ^  a+ — + --ú2 
cx ã 2 cx 
, õG , 
■dt H b-dZ 
âc 
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= /u-dt + a-dZ com í/Zn iV(0,7^) <=> 
^d\n S = /u-dt + <y--Jdt ■ Z cora Z n N(0,1) 
Considerando que "dt" corresponde ao tempo em falta para o vencimento da opção, 
dt = At = T -1 = T, 
ou seja, trabalhando em tempo discreto, a equação anterior assume finalmente a forma 
In Ar - In A, = /u- t+ a-yfr-Z <=> 136 
<=> In 




Z n N(0,1) 
(.i = rendimento logaritmico esperado para o activo subjacente, por intervalo de 
tempo.137 
3.1.5. Fórmula de Black-Scholes 
Em resultado dos dois quesitos anteriores, a determinação da fórmula de avaliação de 
Black-Scholes para uma opção de compra "europeia" vai ser feita mediante a 
fesolução das equações 
c, = p• E{St/ST> X)-e-"-p-X -e'" 
In 
v-S.y 
/j- r+ (T-yfr-Z, 
procedimento este que será equivalente a encontrar a solução da equação diferencial 
(^2) para a distribuição de probabilidades considerada para ST. 
Comecemos, em primeiro lugar, por determinar a probabilidade p = P[ST >X]. Como 
In = ju-t+ cr-Vr-Z <=> ST = S, •exp(/i- r+ cr-Vr-z) 
Conforme facilmente se constata, In Aj- íV ;V(ln 5, +/i • r, cr- Vi"), pelo que S,- possui uma 










=>p= P S, -Qxpl/U- T+(7-^-Z)> X <=>p=P ju- t+ (T-\ r-Z > In 








L v -V; 
(7 ■VT 
^<=> 
^as, como a distribuição normal é simétrica138, logo 
<=>p=p. Z < 
In 'O + /J- T 
cr-v r 
p = N 
In (S.) 
UJ 
+ p. ■ T 
a-Vr 
sendo N(y) = P[Z<y] = | N {x)dx a função densidade acumulada da distribuição 
exp(-—) 
normal reduzida (distribuição Z) e N (x)dx = P[x <Z< x +dx\ = .— -dx, em 
yJlTT 
RUe N'(x) representa a função densidade de probabilidades da distribuição Z. 
outro lado e atendendo ao argumento de neutralidade face ao risco, sendo os 
lnvestidores (por hipótese) neutrais face ao risco então, o activo subjacente também 




Mais ainda, uma vez que — = exp(/r • r+ cr- a/t ■ z) então, 
S. 
v S> J 
= E 
+<n - , 
expf/i- r+cr-Vr-z)| = e"" ■ E(e^"rZ ) = e'JZ-\ ■ e''/2 dx = 
l38P[Z>-y] = P[Z<y]. 
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<=> £{ST/St) = expjf/i + cr/l)- r] 
D i = exp{r • r) í ^/\ _x / 
oaanto. como \ ) = „ + = (^J. r= r. ^ = r . 
^0r último, substituindo "(a." por "r-cr/l" obtém-se uma forma mais conveniente 
Para a expressão seguinte; 
ln(^ X)+m.t 111(5, X) + r ■ t-0* t2 In(5, X)+r-T+0*r2 
V-yír (T-yfv Cr-VT 
Concluindo, a probabilidade "p" é dada por: 
n \,l r-\ ^[S. j X)+r ■ t-^0^ 
P ~ X\h - <j• >[z) sendo, h = 7= —. 
- a-^fr 
cr-v r 
ma vez determinada a expressão da probabilidade de a opção de compra expirar "in- 
e"nioney", ir-se-á calcular o valor esperado do preço do activo subjacente na 
Imaturidade para a hipótese de a call expirar "in-the-money", o qual será designado por 
q"; 
expí-^ -) 
^ ~ E\St /St> X)-p o
140 q = jS, -expf/i- t+ cr-Vr-x) j= dx o 
1- V 2 rr 
laoT 1 
J ^ 2 dx = \ , pois trata-se da área contida sob uma distribuição normal de média 
-^v2/T 
•• q. r" i 
r ' e de variância unitária. 
^endo em conta que ST = S, ■ exp(/i • r+ cr- -/r • z)e que a variável aleatória Z possui uma 
C^Str'buição normal reduzida. 
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+<*3 
^ 7 = Í5, •exp(/ir+CT-Vrr-x-x/^ - cr r/2 + cr r/2)- J—-cfeo 
.v v2/r 
-foo 
■'7 = 5, -exp^/i-f cr/2) rj- Jexp 








Fazendo a substituição de variáveis 
5 = cvr - x, 
como y < h quando ST > X, pois 
r>.r^z> 
tal'^ 
<=> oVr - Z < 
+ /UT 
■ + crv r <=> ,143 
<JV r 
< 
'ní ^ ^ r~ + cr r Iní „ 1 + rr-l- ^ % .r 
5, 
(JV r 
^tào "q" passa a ser dado por 
T UM V ) ' ' ^ ' /? 
<z> y < —— — <z> y <h 
crv r 
í 
::::>(7-5, -expírr)- Jexp .5 
•Jln 
■dy <í>q = S, -e"-N^h) 
ara terminar, basta conjugar as três igualdades seguintes 
c
( =£(5r/5r > X)-p e-
n-X e-n-p 
£(sr/sr > X) p = S, ■ N(h) 
[P = N{h - a^r) 




U + cr/2 
Conf( orme demonstrado anteriormente. 
ju = r- cr/2. 
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^c, = S, e" ■ N{h)-e-n - X-e'" ■ N[h - vjí) 
PORMULA DE BLACK-SCHOLES: 
OPÇÕES DE COMPRA 
C
I{S,X,T) = S, •N(h)-X-e-
rr • /v(/«- aÇr) 
c J IniS, X) + r-T+^Ç 
sendo h =  2 
(6 
a ■X 
Apesar de a fórmula anterior ter sido deduzida para uma opção de compra "europeia", 
COmo se tratam de opções cujos activos subjacentes não gerara quaisquer cash flows 
ate a sua maturidade e como não faz sentido proceder ao exercício antecipado de 
0Pções "americanas" sobre tais activos subjacentes144, então a fórmula (63) é aplicável 
a Qualquer opção de compra, seja ela "europeia" ou "americana" (mas, sempre à luz 
os pressupostos inerentes ao modelo). 
J^0 que concerne às opções de venda "europeias", com base no teorema da paridade 
Put-call" para opções "europeias" sem cupões -expressão (56), 
c^p^S.-X-e-oc^p^S.-X-e'" 
Pode-se facilmente deduzir a sua equação diferencial fundamental. 
facto. como 
A. = fh.+ 1 e f^ = ^L_r. v-.e-HS 
es, ôs, ' es; es; a a 
então, fazendo as substituições apropriadas na equação diferencial (62) 
\ c?c ■, al dc 0 
t-o2-S? +~+r-Sl r c = 0, 
2 ésf ' a ' ES, 
vem 
\ a D 
cr S? + — - r • X-e'* +r-Sl ■ + r -S, -r p-r -S.+r- X e'" = 0 
2 cS* 'a ' (X, t 
0 
l44p 
I43 0n^0rrne referido anteriormente. 
pois, x = X -1. 
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Pelo que, a equação diferencial fundamental de uma put "europeia" é dada por 
1 c? 2 . CP cp L. 
u P 
r- cr -5, + —+ r-5, r-p~\S 2 ãS a cS (64) 
sujeito a, 
Pt = max [0, X - ST] 
^or fim. a fórmula de Black-Schoies para opções de venda "europeias" pode ser 
rapidamente obtida, mediante a conjugação do teorema de paridade "put-call" anterior 
Coni a expressão (63); 
p, =ct-S[+X-e-
rT 
c, = S, • N[h) - X ■e~r: ■ /V(/j - aVr) 
^P,=S, ■ N{h) - X-e'" ■ N[h - aV7) - X 
^ P, = ó, •[ ^(/r) -[]-X-e-n-\N(h - a^Tr) - I 
FÓRXajLA DE BLACK-SCHOLES: 
f^^ÕES DE VENDA "EUROPEIAS" 
P'ÍS,X,T) = -S, -Ni-h) + X• e~rx ■ N^tjyfx- h 
\n{SljX) + r-x+°





contrário do que sucede com as opções de compra, a fórmula de Black-Scholes 
^ opções de venda apenas é aplicável aos contratos de tipo "europeu", uma vez que 
0PÇões de venda "americanas" sobre activos subjacentes que não libertem fluxos 
anceiros até à data de vencimento do contrato podem ser objecto de exercício 
tecipado (vide quesito 2.4.2.1.).147 
UTp®010 N(y) + N(-y) = 1, então N(y) - 1 = -N(-y). 
jn 
a c*,ter a equação diferencial fundamental aplicável a puts "americanas" basta ajustar a restrição 
retUe à expressão (64); 
- J.S2 & ~ & 
ât 




ÍNj0en ^ max (0, X - ST) A Ps = max (ps, X - S^). VtSsáT. 
nurtiér 2513 ec'ua<'ao diferencial apenas pode ser resolvida mediante o recurso a um método 
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3.1.6. Estimação da volatilidade do preço do activo subjacente (a) 
Observando as fórmulas (63) e (65) constata-se que "ct" é a única variável não 
directamente observável do modelo de Black-Scholes. De igual modo, os modelos de 
avaliaçào próprios para opções sobre obrigações também irão ser função deste 
Parâmetro, razão pela qual interessa conhecer a forma de estimação do seu valor. 
Portanto, antes de se proceder à aplicação de um modelo de avaliação de opções, é 
oecessário obter uma estimativa para o parâmetro "a", sendo que o método de 
estimação mais utilizado encontra-se resumido nas fórmulas (66), (67) e (68): 
O-= ò" • SÓS/ 148 
m "V 7m 
S In 
í S ] Vi u 
cr - y . \ j J m    
n-l 
2>n 
u = j'\ 
' S A 







^ s volatilidade do preço do activo subjacente, a qual é dada pelo desvio- 
padrão anual da taxa de rendimento esperada para o activo subjacente; 
cr = estimador, não enviesado, do parâmetro "ct"; 
n~l = número de observações passadas do preço do activo subjacente, 
igualmente espaçadas no tempo; 
Sj s j-ésima observação da cotação do activo subjacente; e 
m s espaço de tempo, expresso em dias, compreendido entre duas observações 
consecutivas. 
aPlicação da metodologia descrita baseia-se no pressuposto de que a volatilidade do 
J"eÇo do activo subjacente é constante ao longo do tempo, pelo que o valor desta 
^ Para o período "T-t" pode ser previsto com base em observações passadas de 
Muito embora a aderência empírica de tal assunção não seja grande (na prática, ct 
na ao longo do tempo), a grande vantagem desta abordagem reside no facto de 
Porcionar um estimador centrado. 
verdade, como ú é um estimador centrado de ií.x149, pois 
alguns autores <7= a ■ . ou seja, ignoram-se os dias em que o mercado não 
^ciona. 
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^ / I l 
= — •Y' ^(/i- r4- o--AZ)= —-«-(/i - r+cr-O) = /;• r 
n n t'\ 









/ r. \ 
J + l 5 
v ^ . 
M-r ■U~u- r)
2 150 
J~-n\E{<r ■^-VARiú) " -a* ■VAR(AZ)- — -V 
n-[ n-l 
/ S ^ Jj+i 
ç 
7=1 ^ 1 
n 
Zl" 
— --cr . T~  ÍL—-• V VAR (//• r+ cr-AZ) = ■ o2 ■ r--. r—7 
n~l (/;-l)-«2 VA n-l {n-l) nz 
■n-o2 ■ t = 
= cr 
então, para se obter um estimador não enviesado de a basta dividir crm por -/r, ou 
Seja, 
cr=5-_ 0-m 
V r Im 
V 3 
= cr. • 365/ m 
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U9 
Sendo t = nV365, quando expresso em anos. 
I!"ln 




Em alternativa. Latane e Rendleman propõem a determinação da volatilidade do preço 
do activo subjacente implícita as próprias cotações das opções em mercado. Para tal e 
^ace a uma serie histórica de cotações da opção e do activo subjacente, basta aplicar o 
modelo de avaliação da opção em análise e resolvè-lo em ordem ao parâmetro ct. No 
entanto, para além de se continuar a assumir que a volatilidade do preço do activo 
subjacente é constante ao longo do tempo, ainda se faz depender a qualidade da 
Previsão de "a" da fiabilidade inerente ao modelo de avaliação de opções utilizado. 
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3.2. Avaliação de opções financeiras sobre futuros de obrigações 
3.2.1. Opções "europeias": Modelo de Black-Scholes 
Conforme se irá verificar, o modelo de Black-Scholes desenvolvido anteriormente, 
desde que sujeito a pequenas modificações, pode ser facilmente utilizado para proceder 
a avaliação de opções "europeias" sobre tuturos. Todavia, em virtude do potencial de 
exercício antecipado associado às opções "americanas" sobre futuros15' não é possível 
avaliar estes contratos através das fórmulas desenvolvidas para os seus homólogos 
europeus" e como a maior parte das opções sobre futuros tende a ser do tipo 
americano", então ter-se-ão de estudar, posteriormente, alguns métodos numéricos de 
avaliação deste tipo de contratos. De qualquer modo, convém sempre ter presente o 
Modelo de Black-Scholes para opções sobre futuros, não só pelo facto de ser 
directamente aplicável aos contratos de tipo "europeu" como também porque poderá 
Sempre fornecer uma aproximação para o valor das opções "americanas". 
3.2.1.1. Relação entre a cotação do futuro (F) e o preço em 
mercado spot (S) 
i^ressupondo uma estrutura temporal de taxas de juro horizontal152 e operando em 
regime de capitalização contínua, é possível demonstrar a existência da seguinte 





S, = preço do activo subjacente no momento "t"; 
F, = cotação do futuro no momento "t"; 
t = T -1; e 
T s data de vencimento do contrato futuro. 
^a verdade, a igualdade (69) resulta de três ordens de razões: 
Por um lado, constata-se que uma call e uma put "europeias", ambas com igual 
Maturidade, têm o mesmo valor desde que o seu preço de exercício coincida cora a 
Rotação de um contrato forward sobre idêntico activo subjacente e para a mesma data 
e Vfíncimento, isto é, 
ij2^'de pontos n^A 1.3 e n
02.4.2.3 deste trabalho. 
^ssim como a inexistência de custos de transacção e de oportunidades de arbitragem. 
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-V = f^c,=pl 
onde. 
X s preço de exercício das opções; 
íj = cotação do contrato forward no momento "t"; 
ct = c(F.XJ);e 
p, = p(F.X.T). 
Com efeito, considere-se uma carteira com a seguinte composição: 
a) compra de um contrato a prazo ("long forward") com vencimento no momento "T" 
e a uma cotação "fj"; 
b) venda de uma opção de compra "europeia" ("short call") com um preço de exercício 
'í e vencimento no momento "T"; e 
c) compra de uma opção de venda "europeia" ("long put") com um preço de exercício 
Ç e vencimento no momento "T". 
CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T MOMENTO T 
Se ST <f SeST> f, 
■Í2ng forward 0 ST-Í 153 ST-Ç 
-Short call +c, 0 -(ST- o 
J-ong pUt -P, +(Í-ST) 0 
 71 = +ct-pt 0 0 
0 quadro anterior mostra que o valor futuro de tal portafólio é sempre nulo (7iT = 0), 
ra2ào pela qual a inexistência de oportunidades de arbitragem impõe que o seu valor 
actual seja não positivo; 
rct < 0 <=> +ct-pt < 0 
'gual modo, determinem-se os cash flows associados a uma carteira com uma 
Composiçào exactamente oposta à descrita anteriormente: 
a) venda de um contrato a prazo ("short forward") com vencimento no momento "T" e 
a orna cotação 
k) aquisição de uma opção de compra "europeia" ("long call") cora um preço de 
exercício "fj" e vencimento no momento "T"; e 
c) alienação de uma opção de venda "europeia" ("short put") com um preço de 




















, comprador de um contrato a prazo é obrigado a adquirir, na maturidade do mesmo, o activo 
i^Jacente à cotação fixada inicialmente. 
O vendedor de um contrato a prazo é obrigado a vender, na maturidade do mesmo, o activo 
Jacente pela cotação fixada inicialmente. 
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Novamente, rcr = 0 e consequentemente 
7tt < 0 co -ct+pt< 0. 
Conjugando as duas últimas desigualdades, 
í+c, ~ P. ^0^ 
j-c, +/?, <0^ 
as ^uais foram obtidas assumindo-se que X = Ç, conclui-se que 
=>c,=p, 
u) Por outro lado. associando a conclusão anterior 
X = ft=>cl= p, 
ao teorema da paridade "put-call" para opções europeias "on the spot" sem cupões, 
c.-p^S.-Xe- 
0btém-se 
0 = Sl-ft-e-^f=Sl-e- 
l11) Finalmente, Cox, Ingersoll e Ross demonstraram que a cotação de um futuro é 
'^èntica à cotação de um contrato forward com igual maturidade e sobre o mesmo 
actrvo subjacente, desde que as taxas de juro sejam consideradas constantes. 
^ssim sendo e atendendo à última igualdade, 
\F,=f 
Prova-se que 
=> /^ = St-e
n, como queríamos demonstrar. 
facto, para mostrar que F, = fj quando "r" é constante, basta confrontar os 
^sultados produzidos por duas estratégias de arbitragem. A primeira gera os fluxos 
nanceiros resumidos no quadro seguinte e consiste: 
na compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com vencimento no 
fomento "T" e com um valor nominal igual à cotação actual do contrato forward para 
Jaèntico prazo ("Ç"); e 
"■p.?3 a(íu's'Çã0 de um contrato a prazo ("long forward") com vencimento no momento 
   
--^.CARTEIRA MOMENTO t MOMENTO T 
Long ocz 
"-^ílEiprward 0 Sp-Ç 




Os cash flows inerentes à segunda carteira estão sintetizados no quadro abaixo exposto 
e a sua composição assenta: 
a) "a compra de uma "obrigação de cupão zero" ("long OCZ") com vencimento no 
momento "T" e com um valor nominal igual à cotação actual do contrato futuro para 
'déntico prazo ("F,"); e 
d) na concretização de um "long rollover futures",5í. 




-Long rollover futures 0 ft- f, 
K = -F,-e'" 
+Ft 
Como na maturidade de um contrato futuro a sua cotação tende para o preço spot do 
activo subjacente (FT = ST), então o valor futuro ÍTtT) de ambas as carteiras é igual, 
Pdo que a inexistência de oportunidades de arbitragem requer que o seu valor actual 
) também seja o mesmo: 
3.2.1.2. Equação diferencial fundamental 
dmitindo os pressupostos associados ao modelo original de Black-Scholes156 e, 
Consequentemente, assumindo também a igualdade (69), conclui-se que a própria 
CotaÇào do futuro (à semelhança do preço spot do activo subjacente) segue também 
^processo de lTO[il\ 
dF^ÁF,t)-F-dt + o{F,t)-F-dZ (70) 
Sendo, 
y(F,t) = a - r = taxa de rendimento esperada do futuro por unidade de tempo; 
cKF,t) = desvio-padrào da taxa instantânea de rendimento esperada; e 
2 um processo de Wiener, isto é. 
dZr>N[o,4dt) 
COy{dZ,,dZi.} = 0,t*t' 
facto, como dS = a-S-dt + <y-S-dZ (onde Z é um processo de Wiener), a 
aplicação do Lema de ITO à transformação F{S,t) = S-e^7'0 conduz à igualdade 
(70); 
lJ6vtd® qUeSIt0 2 4 2 3 
ij7^de ponto n
0 3.1.1. pQ i ' uma questão de conveniência, ir-se-á trabalhar em tempo contínuo. 
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<=>dF = * ■a S+{-r-S-en) + --O cr-S1 
? 
dt + en -o-S-dZ 
lF = S-er 
dF = [a-r)-F-dt + (7-F-dZ 
^ verificação da equação (70) permite agora aplicar o Lema de ITO à função 
„ ~ onde "V" representa o valor de uma opção (de compra ou de venda; de tipo 
europeu" ou de tipo "americano") sobre futuros de obrigações: 
dV = 3' 3' 3V ' y • F (- - 
CF a 2 cF - 
cf ■ F2 
3' 
dt + — -<t-F dZ 
cT 
^or outro lado, considere-se uma carteira composta pela venda de uma opção sobre 
^riiros e pela compra de futuros, cujo valor, designado por "FI", é igual a 
n=-i.í/+^/^.0158c>n = _// 
cuja variação do seu valor no espaço de tempo "dt" é designada por "dn" e 
Corresponde a 
^^-i-dv+&yâF.dF 
,r (cV _ âV l 3V , dV = y-F + — + --cr F 
\âF a 2 cF2 




3/ 1 3V , 
+ -.(f . F2 
3 2 cF2 
dt 
'gualdade anterior evidencia que dH não depende de dZ, ou seja, que a carteira em 
Um ^ ^ Uma carte'ra sem Assim sendo, então tal carteira deve proporcionar a remuneração idêntica à taxa de rendimento sem risco: 
•58, 
venda de um contrato futuro não proporciona qualquer encaixe financeiro imediato. 
Com base nesta última equação é fácil derivar a equação diferencial à qual deverá 
obedecer o valor de qualquer opção sobre futuros de obrigações, bastando efectuar as 
duas substituições a seguir referidas; 
dn = 
n = -r 
cT i Jv , 
— + —-—■cr -F 
ct 2 cT- 
dt 
FF 1 ^ N 4  çy- . fr- 
ei 2 FF 
dt = r ■[-V)-dt cr> 
\ç?V_ 
2FF2 
cr -F- + 
ã 
r-V =0 (71) 
Portanto, o valor de qualquer opção sobre futuros de obrigações (seja ela uma opção 
de compra ou de venda; de tipo "europeu" ou "americano") é encontrado mediante a 
resolução da equação diferencial (71), sendo que o valor particular de cada categoria 
opções é distinguido pelo conjunto de restrições sujeito ao qual se procede à 
dete nninaçào da solução da equação (71). 
3,2.1.3. Fórmula de Black-Scholes 
ra se obter o valor de uma opção de compra "europeia" sobre futuros de obrigações 
a lue resolver a equação diferencial (71) impondo a verificação da condição de 
acordo com a qual na maturidade da opção o seu preço corresponde ao seu valor 
lntrinseco, isto é, 
ct(F,X,T): 
1 c "L* 
com, 
Ct = max [0, Fr - X] 
^0davia, tal procedimento é equivalente a resolver a equação diferencial 




sujeita à restrição c, — max [0, S, - X] o tendo em conta que Sl = Fl -t? 
rr, razão pela 
Qual ct{F,X.T) pode ser obtido substituindo 5, por Fl ■ ena expressão de Black- 
Scholes para ct(S,X,T): 





a- v r 
C,{F,X,T) = F, -e'" ■ N[h)- X -e'" ■ x[h- a-4~v) 
F In 
/í = 
^ J + ln e'n +rv+ ^ r^ <=> 
fORMVLA DE BLA CK-SCHOLES: 
OPÇÕES DE COMPRA 'EUROPEIAS" 
SOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
cXfiX,T) = e " • Fl • NÍ/i) - X ■ n( h-aÇ~T 
c . ln{Fl:
!X) + ^% 
sendo h =  — - 2 
(72) 
0te-se que a fórmula anterior não é aplicável a opções de compra "americanas" sobre 
luros de obrigações, uma vez que, conforme foi demonstrado no quesito 2.4.1.3., 
Para níveis suficientemente elevados de F, pode ser vantajoso proceder ao seu 
*ercício antecipado159. Com efeito, o valor de uma call "americana" sobre futuros de 
obri gações -Ct(F,X,T)- é obtido mediante a resolução da equação diferencial 
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'to de outro modo, o potencial de exercício antecipado associado ás opções de compra 
encanas" sobre futuros de obrigações faz com que o seu valor seja superior ao das suas congéneres 
opeias". Na verdade, apenas na data de vencimento dos contratos os seus valores são idênticos, 
0 que na maturidade de um futuro a sua cotação converge para o preço spot do activo subjacente: 
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I <?c, , , cV, „ 
2-^r-r-F, +—-r-c,=o 
sujeita agora às restrições 
Cr = max [0, F, - X] 
e 
Cs = max [cs, Fs - X] para t < s < T. 
^felizmente, o problema anterior não possui uma solução analítica fechada, apenas 
Podendo ser resolvido através da aplicação de um método numérico160. 
Quanto ao valor de uma opção de venda "europeia" sobre futuros de obrigações, ele 
resulta da resolução da equação diferencial 
1 6^ 
2 ^f2 ^ r-p, 0 
ajeita à restrição 
pT = max [0, X - Ft], 
0u em alternativa, pode ser mais facilmente encontrado através da aplicação, à fórmula 
^2), do teorema da paridade "put-call" para opções "europeias" sobre futuros de 
obrigações: 
C'(F, X, T) = e-n-\Fl- N{h) - X ■ N[h - ajv) 
cXF,Xj)-pXF,Xj) = [Ft-X)-e-" 
.r, r) = g-" .[f; • yV(/2} - ■ yv(/i- o-. VT)] -(F, - A-)-e-" <=> 
■> X = e'n Fj "[l— Af(/i)] + - cr-Vr)]] o 
ct{S,X,T) = max(0,5r - X) 
VÍF, X, T) = max(0, Fr - X) ^ cr(5, T) = cr(F, J, T) 
Ft*St 
e qualquer modo e em última analise, poder-se-á sempre utilizar a fórmula (72) para obter uma 
""oximação do valor de uma call "amencana" sobre futuros de obrigações, muito embora tal 
d Cimento implique a não consideração do prémio de exercício antecipado associado ao preço 
stes contratos 
PÓRMULA DE BLACK-SCHOLES: 
OPÇÕES DE VENDA "EUROPEIAS" 
SOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
P,[F,T) = e-'r Á-F, ■ N[-h] + X ■ n[(t4~v~ h] 
(73) 
sendo h = 
\n{Ft!X) + <rr/: 
(J-yfz 
^ais uma vez, a expressão anterior não é apropriada para a avaliação de opções de 
venda "americanas" sobre futuros de obrigações, dado o facto de o seu exercício 
^tecipado poder ser vantajoso para níveis suficientemente baixos da cotação do 
^turo, apenas podendo fornecer uma mera aproximação para o seu valor. Na verdade, 
0 seu valor deveria ser encontrado mediante a resolução da equação diferencial 
1 <?P, , cP, 
iM'0' •+^~r 
suJeita agora às restrições 
Pr - max [0, X - Ft] 
e 
Ps = max [ps, X - FJ para t < s < T. 
Todavia, tal metodologia não pennite obter uma solução analítica fechada, a qual 
aPenas poderá ser aproximada mediante a aplicação de um método numérico. 
3.2.2. Opções "americanas" 
Dada a impossibilidade de utilização do modelo de Black-Scholes para a avaliação de 
0PÇòes "americanas" sobre futuros de obrigações, ir-se-á proceder à análise de outros 
"todelos de avaliação especialmente vocacionados para este tipo de opções161. Tratam- 
Se sobretudo dos designados "métodos numéricos", os quais podem assentar na 
aProximaçào do processo estocástico seguido pelo futuro subjacente à opção (método 
Monte Carlo e modelo binomial) ou na aproximação da equação diferencial 
^damental (método das diferenças finitas), muito embora sejam ainda desenvolvidas 
ormulas de avaliação aproximadas (a aproximação quadrática de Barone-Adesi e 
naley bem como a aproximação polinomial de Geske-Johnson). 
3.2.2.1. Método de simulação de Monte Carlo162 
^ avaliação de opções sobre futuros através do método de simulação de Monte Carlo 
Consiste em gerar a distribuição de probabilidades da cotação do futuro subjacente na 
^aturidade da opção, assumindo um qualquer processo estocástico para a cotação do 
uro subjacente, para a partir daí, e com base na equação do valor intrínseco de uma 
PÇão na sua maturidade, obter a distribuição de probabilidades do valor da opção na 
S^a ^ata de vencimento. Finalmente, o argumento de neutralidade face ao risco permite 
er o valor actual da opção em análise mediante o desconto, à taxa de rendimento 
Sem "SCO. do valor esperado da opção na sua maturidade. 
çratando-se de opções "europeias", o algoritmo de aplicação do método de Monte 
ar'o deverá englobar as seguintes etapas: 
' ^ a distribuição de probabilidades da cotação do futuro na maturidade 
^ 0Pçào (Ft). 
Em 
Particular, caso se admita que a cotação do futuro segue um processo de /TC?163 - 
- y{F,t) ■ F - dt + o{F,t) ■ F -dZ, onde Z segue um processo de Wiener-, isto é164, 
^Pondo que a cotação do futuro na maturidade da opção (Ft) possui uma distribuição 
Soormal 
~—;  
'ambem aplicáveis ás opções "europeias" sobre futuros. 
"Oo a^'tca<fão do método de Monte Carlo à avaliação de opções foi estudada por P. Boyle no artigo 
lh3pl0ns a Monte Carlo Approach", Journal of Financial Economics, n0 4, 1977, pp. 323-338. 
lí>4g "se pressupor qualquer outro processo estocástico 
a^ta aplicar o Lema de ITO à transformação G(F,t) = InF: 
l 1 
~p-Y-F + 0 + - 
F 2 
 r -cri -F 
F 
dt + — ■ cr-F -dZ 
F 
^ ~ In Fj =[/- ■ ?+ v-yfr-Z, fazendo dt = T -1. 
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"'n[ \ = 9- t+ a-yTc-Z, onde Zr^yV(o, l) e 9= y- ^Á 
então. 
F. 
T/fi - exp((9- v+G-yTi-Z) <=> Fr = Ft ■expíó'- r+a-Zr-z). 
Por outro lado, como 
\ ^ ] = = e": ■ =e"'r ■e"'2 ' = Qxp O+^Áj-T 
T/p j = ^~ por força do argumento de neutralidade face ao risco, então 
0+ = r <=> 9= r - ^À- 
Concluindo, a distribuição de probabilidades de F, é obtida através da geração de uma 
Mostra aleatória de valores de "Z"165 e subsequente substituição na expressão 
sendo. 
Fj! = Fl exp • - cr. r+ cr •v^-z, (74) 
i= 1,2, ...,n 
em que, 
n = dimensão da amostra aleatória de valores de "Z". 
20X „ 
Obter a distribuição de probabilidades do valor da opção, na sua data de 
Venciinento. 
ara 0 efeito, basta atender ao facto de o valor de uma opção na sua maturidade 
Responder ao seu valor intrínseco, ou seja, há que utilizar as seguintes fórmulas: 
" opções de compra: c'T = maxl/^ - X,()) (75) 
para i = 1,2, ..., n 
- opções de venda: pj- = max( X -- /y,()) (76) 
'65 
a 0 efeito, basta gerar uma amostra aleatória de uma distribuição normal estandardizada (s) e 
plicar a fórmula Z( = e, - -v/r, com £r\ N{0, l). 
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J ) Calcular o valor esperado do preço da opção na maturidade. 
- opções de compra: 
Z4 
E[CT ) = 
i =1 
(77) 




^ ) Calcular o valor da opção na data de avaliação. 
'lo'" fim e atendendo ao argumento de neutralidade face ao risco, o valor da opção no 
fomento "t" não será mais do que o valor esperado do preço da opção na maturidade 
actualÍ2ado à taxa de rendimento sem risco; 
opções de compra: cl=e
rz-E{cT) (79) 
(80) - opções de venda: p, = e rT •E{pT) 
p 
^ íermos práticos, como uma opção "europeia" sobre futuros de obrigações pgde ser 
Vilmente avaliada com base no modelo de Black-Scholes, o recurso ao método de 
Slrnulaçào de Monte Carlo toma-se desnecessário, a não ser que se pretenda assumir 
0Utro Processo estocástico para a cotação do futuro subjacente que não um 
0viment0 browniano geométrico. 
^ anto às opções "americanas" sobre futuros de obrigações e apesar da inexistência 
Ultia fórmula analítica fechada que permita a sua avaliação, o recurso ao método de 
aÇão de Monte Carlo afigura-se pouco exequível. De facto, a possibilidade de 
rcicio antecipado inerente a uma opção "americana" sobre futuros faz com que seja 
essario gerar a distribuição de probabilidades da cotação do futuro não só na 
datUn opção mas também para todos os momentos compreendidos entre a a de avaliação e a data de vencimento da opção. Para tal, há que subdividir o 
^aço de tempo "x" em "m" intervalos: 
1 |  ———| 
t t+l t+2 ... t+ra = T 
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^ssim sendo, o algoritmo de aplicação do método de simulação de Monte Carlo à 
avaliação de opções "americanas" sobre futuros de obrigações toma-se bastante mais 
Moroso do que o descrito anteriormente para as opções de tipo "europeu"; 
' ) Gerar a distribuição de probabilidades da cotação do futuro para cada um 
dos 'm" intervalos de tempo compreendidos entre a data de avaliação e a data 
de vencimento da opção. 
T' l 31 como anteriormente, poder-se-á pressupor qualquer processo estocástico para a 
Cotação do futuro subjacente, mas caso se assuma um movimento browniano 
§eométrico, então as distribuições de probabilidades serão obtidas via recurso à 
Seguinie fórmula: 
sendo. 
i = " exP r " /S + ^ ■ z, 166 (81) 
i= 1,2 n 
j = 0, 1, m-1 
^ ) Obter a distribuição de probabilidades do valor da opção na sua data de 
Vencimento. 
Ti' 31 e feito aplicando a equação do valor intrínseco da opção à distribuição de 
Probabilidades da cotação do futuro na maturidade do contrato; 
opções de compra; c; =max(F; -a:,o (82) 
para i = 1, 2, n 
- opções de venda: Pi = maxU-/>',()) (83) 
J ) Galcular o valor esperado do valor da opção na maturidade. 




Po,s- T=[t+{j+y)]-{t+j) = i. 
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^ ) Obter a distribuição de probabilidades do valor da opção no período "T-l". 
Atendendo ao argumento de neutralidade face ao risco, o valor de uma opção num 
^do momento é igual ao valor actualizado, à taxa de rendimento sem risco, do seu 
PreÇo esperado para o momento seguinte. No entanto, como se tratam de opções 
amencanas", então o seu preço nunca poderá vir inferior ao seu valor intrínseco: 
opções de compra; Cr_, = max 'e-r-E{CT),F;_x-X (86) 
i- 1,2 n 
opções de venda: Pjí,, = max 'e-'-E{PT),X-F;_x\ (87) 
^ ) Calcular o valor esperado do preço da opção no período 'T-l' 
opções de compra: 











^ ) Repetir as etapas (4) e (5) até ao período "t+1", mediante a utilização das 
Seguintes fórmulas de recorrência: 




i= 1,2, ...,n 
j = 1, 2,..., m-2 
(91) 
j = 1, 2,..., m-2 
126 
- opções de venda; 
P;+• = max e-'-E{Pl,lJ.X-Fi:i 
n 
S p:.. 




j = I, 2,m-2 
(93) 
j = 1, 2, m-2 
^ ) Calcular o valor da opção na data de avaliação. 
- opções de compra; 
- opções de venda; 
C, = max 'e--E(C,J,F,-X] 
P, = max 'e-'-E(P,tí),X-F,] 
(94) 
(95) 
0mParando o grau de dificuldade resultante da aplicação dos dois algoritmos 
anterionnente descritos, constata-se que o método de simulação de Monte Carlo está 
esPecialmente vocacionado para a avaliação de opções "europeias" sobre activos 
jacentes cujo processo estocástico a que se encontram sujeitos seja complexo ou 
nern ssquer possua uma forma analítica explícita (isto é, cuja distribuição de 
^habilidades do preço do activo subjacente tenha de ser gerada empiricamente). Na 
erdade, embora a grande vantagem deste método resida no facto de poder ser 
P cado independentemente do processo estocástico seguido pelo preço do activo 
Jacente, tratando-se de opções "americanas" o algoritmo de aplicação revela-se 
bast ante complicado. 
Ulra desvantagem deste método numérico de avaliação de opções consiste na 
cssidade de realização de um elevado número de simulações (isto é, um elevado 
0r para o parâmetro "n"), por forma a garantir a qualidade da estimativa do valor da 
Çao167 com vjsta a obviar este último inconveniente
168, podem ser utilizadas duas 
antes dos algoritmos anteriormente expostos, a saber; 
>) Ti 
^Shiçajia variante antitética 
v: = 
v. + v: 
(96) 
167, 
Pro Orri e^eito- Boyle demonstrou que o desvio-padrão da estimativa do valor da opção é inversamente 
i6)i„ rciona^ a raiz quadrada do número de simulações realizadas. 
a®Ce Se^a' COrn 0 intult0 de reduzir a variância da estimativa do valor da opção, sem que para tal seja 
^■o efectuar um número excessivamente elevado de simulações. 
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sendo, 
K = estimativa do valor da opção obtida através do método da variante 
antitética; 
= estimativa do valor da opção obtida através da aplicação do método de 
Monte Carlo de acordo com os algoritmos apresentados, isto é, mediante a 
geração da amostra aleatória (Z^Z, Zn}:e 
= estimativa do valor da opção obtida através da aplicação do método de 
Monte Carlo, só que desta feita mediante a utilização da amostra aleatória 
--'içtl-ica da variante de controle 
sendo. 
(97) 
A = opção sob avaliação; 
B = opção similar à opção A170, mas cujo valor hoje - K(s) - seja conhecido; 
Kcía} = estimativa do valor da opção A obtida através da técnica da variante 
de controle; 
M-d) s estimativa do valor da opção A obtida através da aplicação do método 
de Monte Carlo de acordo com os algoritmos apresentados; 
KiB) = estimativa do valor da opção B obtida através da aplicação do método 
de Monte Carlo de acordo com os algoritmos apresentados; e 
KÍB) = valor conhecido para a opção B no momento "t" (preço de mercado 
ou solução fornecida por uma fórmula de avaliação analítica fechada). 
>69 
este ) < 0 e portanto menor será o valor de 
Var ) = ^ (f, )+var (f,-)!+- • coy{v, f; ). 
'70^ 4 1- v ' 'J 2 \ " 1 ' 
Para que esta técnica seja eficaz, como 
= VAR[v\A)\ + VAR[v,[B)\-2-COv[vXA)yX 5)]. é necessário que 
s A e B estejam fortemente correlacionadas. 
as 
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3.2.2.2. Modelo binomial171 
3.2.2.2.1. Pressupostos 
^ aplicação do modelo binomial para avaliar uma opção sobre um futuro de 
obrigações pressupõe a verificação das quatro hipóteses seguintes: 
0 Não existem custos de transacção e os diversos títulos são perfeitamente divisíveis; 
u) A taxa de rendimento sem risco é constante ao longo da vida da opção e igual a "r" 
Por unidade de tempo; 
Ul) O tempo em falta para a maturidade da opção (t = T - t) subdivide-se em "1" 
intervalos de dimensão " Vr" cada; 
t t+x-yi t+2vi ■■■ T=t+í'/i 
A cotação do futuro subjacente à opção seuue um processo binomial multiplicativo, 
>^0 é 
F _ ]^ com probabilidade q f+i ~ ^ , Vt e com 0 < q < 1. 
[e ■ F[ com probabilidade 1-q 
T i • 
SIgnifica que em cada período de tempo (t) sabe-se que a cotação do futuro (F) no 
Perío(i0 seguinte (t+1) ou aumenta para "e"-F", com probabilidade "q", ou então 
^niinui para "ev -F,", com probabilidade "l-q"172. 
3.2.2.2.2. Opções de compra "europeias" sobre futuros 
Co 
nsidere-se, em primeiro lugar, a valorização de uma call "europeia" sobre futuros de 
ri8açòes a um período de distância da sua maturidade. Designando por "F" a 
aPD desenvolvido por Cox. Ross e Rubinstein no artigo "Option Pricmg: a simplified 
l72^0acb . -Journal of Financiai Economtcs, n0 7, 1979, pp 229-63. 
^iq que na prática, a cotação de um futuro não pode apenas assumir dois valores em cada 
im ent0 ^ entanto. esta objecção pode ser facilmente contornada através da subdivisão de "t" em 
rva'0s de tempo tão curtos quanto possível (ou seja, fazendo "1" tender para +<»). 
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Cotação actual do futuro, então171 a cotação do futuro dentro de um período de tempo 
será dada por 
(?u • F com probabilidade q 
ou 
ev ■ F com probabilidade l -q 
e Portanto, o valor da opção de compra na sua maturidade corresponderá a 
cu = max (0,e
u-F~X) com probabilidade q 
ou 
cv = max (o,e
v • F- X) com probabilidade 1 -q 
Por seu turno, a determinação do valor actual da opção de compra (designado por "c") 
P0(le ser feita mediante a valorização, no momento presente, de uma carteira de 
Uros e de obrigações de cupão zero (com maturidade de um período de tempo e 
Va'0r nominal unitário) cujo valor dentro de um período coincida com o valor da call 
maturidade. Isto é, se no momento presente for possível constituir uma carteira de 
contratos futuros e "m" obrigações de cupão zero (com maturidade de um período 
e tempo e valor nominal unitário) cujo valor dentro de um período de tempo coincida 
Com o valor da opção na sua maturidade, então o valor actual da opção terá de ser 
'gtial ao valor presente da carteira. 
Mas, como o valor de tal carteira, dentro de um período de tempo, será dado por 
n-[eu • F - F)+m-\ com probabilidade q 
ou 
n-[ev ■ F - F)+m-\ com probabilidade 1-q 
etuào para que a carteira "decalque" o valor da opção, dentro de um período de 
ternPo, é necessário que 
«V-F-/r) 
+m = c„ 










^sumindo um processo binomial multiplicativo. 
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Portanto, o valor presente de uma carteira composta por " C" ^ " contratos 
(í?'-ev)-F 
fi (1 -é?
v')- c +(<?'' - l)-c 
^turos e por "  —  —- r U V 
e -e 
" obrigações de cupão zero (com maturidade de 
um Período de tempo e valor nominal unitário) terá de ser igual ao valor actual da 
0PÇão ("c"). 
Por outro lado, como o valor presente de tal carteira se cinge ao investimento em 
obrigações de cupão zero (uma vez que o investimento em futuros é nulo), então 
c = 
(\-ev)-cu+(e
u -\)-cv .r.r 
e ' o c = e ' 
e -e 





^ u v e - e 
Pazendo 0 = -i—5 como 1-^=1 
t V U 1 
\-e e 
, vem finalmente 
e -e e -e e -e 
c = e r '■[(/>■ ca+{\- </>)■€„ (98) 
osto isto e em seguida, ir-se-á valorizar uma opção de compra "europeia" sobre 
ríuos de obrigações, mas agora a dois períodos de distância da sua maturidade, 
ontinuando a designar por "F" a cotação actual do futuro174, então a cotação do 









„ nsequentemente, o valor da call na sua maturidade corresponderá a Cuu ' ®uv ' 





2u -F- X) 
cuv = max(O, e"*" ■ F - X) 
c„ = max(0,ev*u ■ F - X) 
= max(o,é?:v - F- X) 
0r outro lado, como daqui a um período de tempo faltará apenas um período para a 
Maturidade da opção, então175 os valores possíveis para a opção dentro de um período 
tempo são dados por; 
' ' ■[^uu+(l-^)-cuv] ou cv=e~
r:' +(l-^)-cw] 
finalmente, atendendo ao facto de cuv = 
176 e substituindo as duas equações 
anteriores na fórmula do valor actual da opção 
c = e 
0btém-se- 
' ■[<t>-e~r"' {(p-c^ +(l-^)-cuv] + (l-^)-g_'"/r'/ ■[<p-cuv+[\-<p)-cn§< 
•cuu+2-ízi-(l-^)-cuv4-(l-^)
2 -c. <=> 
p2 ■ max(0,c:" F - x} + 2-p-(l-p)-max(o,e'~ ■ F-x} + (l-p)2 ■ maxio^2'-F-X) 
3 
/T\ 
c = er' ' -Y p1-[X-p)2 1-max 0,F■eJ'u*{1'i]'v - X 
U\J) L 
175 
i^^endendo a expressão (98). 
Pois u+v = v+U. 
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Generalizando a análise anterior, isto é, valorizando agora a call a "1" períodos de 
distância da sua maturidade, obtém-se a fórmula geral de cálculo do valor de uma 
0PÇão de compra "europeia" sobre futuros de obrigações através do modelo binomial 
(qualquer que seja o tempo em falta para a maturidade da opção em análise)177: 
-[l-(f)' J-max 
>-# v y / 
o,/7 (99) 
sendo tf) = 
e - e 
G cálculo do valor de uma opção de compra "europeia" sobre futuros de obrigações 
través da fórmula (99) consiste na resolução, de forma recursiva, de um mero 
exercício de programação dinâmica, no qual: 
^ ) Começa-se por determinar o valor da call na sua maturidade 
c/,; = max F-e
ru*' y''v-X,oj (100) 
j o? 1* •••» 1 
0nc(e, c, . representa os valores admissíveis para a call no período T = / + / •^; 
r ' t1-' prossegue-se, através de um processo iterativo, por ordem cronológica 
"tversa e mediante a aplicação da fórmula de recorrência (101) 
(101) 
^ndo 
i =0,1,..., 1-1 
j ~ 0» 1» •••» i 
^ U ^ V e - e 
ciJ = valor da call no período de tempo t+i-yj, para "j" subidas da cotação 
do futuro; 
c/+i.y+i = valor da call no período seguinte, caso a cotação do futuro suba; e 
c,+i j = valor da call no período seguinte, caso a cotação do futuro desça. 
177 
Basta substituir na fórmula anterior "2" por "I". 
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^uito embora a expressão (99) implique a prossecução de um processo de resolução 
'terativo, no caso das opções de tipo "europeu" o modelo binomial pode ser traduzido 
Por fórmulas de avaliação analíticas fechadas. Com efeito, designando por "a" o 
numero mínimo de subidas da cotação do ílituro, durante "I" períodos de tempo, 
necessário para que a call esteja "in-the-money" na sua maturidade, isto é. sendo "a" o 





OU sei soja, sendo "a" o menor número inteiro não negativo superior a 
então. 
u-v 
7 < a => /r < Y max 
7 ^ a => fr > _y => max 
0,F-eJ"M,-Jh* -X 
QFeJu*i-J)'_x = f .e
j"M'-J)-v - X 
Pelo que, a expressão (99) pode ser dada por: 
J=a \J J 
F ej.uM,.j).v _ X 
lí 
c = e~r r ■ F ■ 
r i~J juAl-jh 









.j^-íl <f)) ,(f)- função complementar da distribuição 
binomial178; 
j-uMi-J)-* V-j 
"^ Jh-obabiiidade de a soma de "I" variáveis aleatórias, cada uma podendo apenas assumir os valores 
'COm probabilidade 'y, ou "0", com probabilidade "(1-40", ser maior ou igual do que "a". 
iu) fazendo (p' = p-e". vem \- p' = \ 
„ u v e - e 
e" - — ev =[\- p)-ev\Q , U v e -e 
■v) portanto. y\ i\-p)''J = ?(^P'' ■{[-P')'-J = Q{a-,I,P') 
l-a\J )*a\ J 
sntão. o valor de uma opção de compra "europeia" sobre futuros de obrigações pode 
Ser facilmente obtido via recurso a uma tabela da função complementar da distribuição 
binomial e utilização da fórmula abaixo exposta. 
modelo binomial: 
OPÇÕES DE COMPRA "EUROPEIAS" 
SOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
c = |e-^.[F-<D(a;/^')-^-cD(a;/^)]<=a</179 
0 <=a > / 
sendo 
í* = 1 - e'' 
e~e' 
V^P-e* 
a - - . 




^ título de curiosidade, atente-se na semelhança entre a expressão anterior e a fórmula 
,e Black-Scholes para opções de compra "europeias" sobre futuros de obrigações: a 
Ca diferença reside na distribuição de probabilidades considerada. 
179 
Po ls. se a > I, então a call estará "out-of-the-money" na maturidade. 
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3.2.2.2.3. Opções de venda "europeias" sobre futuros 
0 método recursivo de obtenção da fórmula geral180 de cálculo do valor de uma put 
europeia" sobre futuros de obrigações através do modelo binomial é em tudo idêntico 
30 apresentado no quesito anterior para as respectivas opções de compra, sendo 
aPcnas necessário alterar o sinal da diferença entre o preço de exercício e a cotação do 
ftituro correspondente à maturidade da opção. Deste modo, a valorização de uma 
0PÇão de venda "europeia" sobre futuros de obrigações e a "I" períodos de distância da 
sua maturidade pode ser realizada através da seguinte fórmula genérica; 
' r y 
J, 
y -{l - (/>)' 1 ■ max 
7=» 
(103) 
sendo (f) = 
l-e" 
, u v e -e 
^ forma de resolução da equação anterior é em tudo idêntica à metodologia descrita 
Para as opções de compra, ou seja: 
^ ) Começa-se por determinar o valor da put na sua maturidade 
Pi,j = max X-F-eJ^'-j]\0 (104) 
j =0, 
onde P, j representa os valores admissíveis para a put no período T = / + / • ^; 
2»\ r 
. > ^ prossegue-se, através de um processo iterativo, por ordem cronológica 
'Aversa e mediante a aplicação da fórmula de recorrência (105) 
Kj = e ' '. |y. p(+i ,+j + {1 - • pM . ] (105) 
sondo 




„ u v 
e - e 
Pí j = valor da put no período de tempo t+i-yr, para "j" subidas da cotação 
do futuro; 
Isto e' aplicável qualquer que seja o tempo em falta para a matundade da opção. 
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p,,x l+y s valor da put no penodo seguinte, caso a colação do futuro suba; e 
; = valor da put no período seguinte, caso a cotação do futuro desça. 
uma vez. também para as opções de venda "europeias" é possível deduzir uma 
fórmula analítica fechada de avaliação, evitando assim o processo de resolução 
•terativo descrito anteriormente. Considerando agora que o parâmetro "a" representa o 
lutnero mínimo de subidas da cotação do futuro, durante "I" períodos de tempo, para 
0 lual a put chega à data de vencimento "out-of-the-money"181, ou seja, continuando a 




J > a => p .e
J'uM' > x => ma\ 
j ^a=> f .eJ




= x - F-e
J"'*Á''j] 
Pelo que. a expressão (103) é equivalente a 




p = e- X- 
" f í\ 
V 
^ 11 j-o\J J 
i-J 
a í r\ 
F ■ Y 
; =I)\J J 
<1/ -{l-</>)'-J ■eJ-u-I-j)-v ^ <=> 
Mas, como: 
Jm0\jj J-0\J ) =*a \ J / 
•-J 
cD(0;/,<í)-(D(a;/,íz)) = l-(D(a;/^) 
l8i 
a: ^ ^ 
■v=ií/V7-(i-^rj,82= 
J-OW/ 7=0 w j 
/\ ( r\ 
-Z r-d-o)'--! ^(1-^)'-' = 
"OKJ J j*a\J ) 
= ^(0:/J')-O(a:/.(/)')= \-®{a:ÍJ') 
então, a avaliação, através do modelo binomial, de uma opção de venda "europeia" 
Sobre futuros de obrigações pode ser efectuada com base na aplicação directa da 
fórmula (106). 
Modelo binomial: 
0pÇÕESDE VENDA 'EUROPEIAS" 
SQBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
sendo, 
V ^(t>-eu 
â — ' ~ menor numero inteiro não negativo 
Supenor a 
ln{ ^ p) - / • v 
u-v 
(106) 
e igual modo, também no caso das opções de venda "europeias" sobre futuros de 
^rigações, a única diferença entre as fórmulas subjacentes aos modelos binomial e de 
3ck-Scholes reside no facto de se considerar a função complementar da distribuição 
'notnial ou a distribuição normal reduzida. 
fazendo (f)' = (p-e'. 
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3.2.2.2.4. Opções de compra "americanas" sobre futuros 
Ern virtude da possibilidade de efectivo exercício antecipado, não é possível obter uma 
fórmula analítica "fechada" para o valor de uma call "americana" sobre futuros de 
obrigações, através do modelo binomial. Isto porque, em cada período de tempo 
compreendido entre as datas de avaliação e de vencimento da call (ou seja, para cada 
valor de "i") e para cada cenário de evolução da cotação do futuro (isto é, para cada 
valor de "j"). a determinação do preço da opção envolve a comparação entre o seu 
^alor intrínseco e o preço determinado pela média ponderada actualizada dos valores 
da opção no período de tempo imediatamente seguinte1". 
Consequentemente, para se determinar, através do modelo binomial, o valor de uma 
0PÇão de compra "europeia" sobre futuros de obrigações: 
^ ) Começa-se por determinar o valor da call na sua maturidade 
C, j = max FJ'' •e 
j u-\\ I -j !■» 
a:,o (107) 
onde, C, representa os valores admissíveis para a call no período T = t +1 ■ y,'. 
~ ) E, prossegue-se, através de um processo iterativo, por ordem cronológica 
'Oversa e mediante a aplicação da fórmula de recorrência (108) 
•[^Cí+W+1 +(l- 
^ondo. 
i = 0, I,..., 1-1 






C, j = valor da call no período de tempo para "j" subidas da cotação 
do futuro; 
Cl+l j^ = valor da call no período seguinte, caso a cotação do futuro suba; e 
Q+i,y = valor da call no período seguinte, caso a cotação do futuro desça. 
% 
ratando-se de opções "europeias", apenas este último preço é relevante. 
3.2.2.2.5. Opções de venda "americanas" sobre futuros 
igual modo e por força da probabilidade de exercício antecipado, o valor de uma 
Put "americana" sobre futuros de obrigações também tem de ser obtido de forma 
recursiva, começando-se na maturidade da opção e recuando no tempo até ao período 
de avaliação. Mais ainda, em cada período de tempo e para cada cenário de evolução 
da cotação do futuro subjacente, há que comparar o preço resultante dos valores que a 
0PÇão poderá assumir no momento seguinte com o seu valor intrínseco. 
Portanto, para se determinar, através do modelo binomial o valor de uma opção de 
venda "europeia" sobre futuros de obrigações; 
^ ) Começa-se por determinar o valor da put na sua maturidade 
P, j = max X-F-e^^W (109) 
onde, Pl , representa os valores admissíveis para a put no período T = r + / •^; 
. > prossegue-se, através de um processo iterativo, por ordem cronológica 
Aversa e mediante a aplicação da fórmula de recorrência (110) 
^ »max{.V-F +(1- (HO) 
i = 0, 1, l-l 






Pij = valor da put no período de tempo t+i-V^, para "j" subidas da cotação 
do futuro; 
= valor da put no período seguinte, caso a cotação do futuro suba; 
Pi+i j = valor da put no período seguinte, caso a cotação do futuro desça. 
3.2.2.2.6. Estimação dos parâmetros "u" e "v" 
Para determinar o valor de uma opção sobre futuros de obrigações, através do modelo 
binomial, é necessário conhecer o valor dos parâmetros "u" e "v", pois só assim será 
Possível aplicar: 
0 as fórmulas (100) e (101) ou (102), no caso de uma opção de compra "europeia"; 
IJ) as fórmulas (104) e( 105) ou (106), no caso de uma opção de venda "europeia"; 
111) as fórmulas (107) e (108). tratando-se de uma opção de compra "americana"; e 
lv) as fórmulas (109) e (110). tratando-se de uma opção de venda "americana". 
^as, tal não significa que a aplicação do modelo binomial envolva necessariamente a 
estimaçào de dois parâmetros. Com efeito, Jarrow e Rudd184 deduziram fórmulas de 
terminação dos parâmetros "u" e "v" em função da volatilidade da cotação do futuro 
subjacente, permitindo assim que a avaliação de uma opção através do modelo 
binomial envoka somente a estimação de um parâmetro, a saber o parâmetro "cr2", à 
Senielhança do que sucede ao nível do modelo de Black-Scholes. E, não obstante o 
trabalho destes dois autores ter considerado apenas opções sobre activos que 
venfiquem o pressuposto de não geração de cash flows até à maturidade do contrato, 
Seguidamente provar-se-á que os resultados obtidos são também aplicáveis às opções 
sobre futuros de obrigações. 
guando do estudo do modelo de Black-Scholes admitiu-se que a cotação do futuro 
^bjacente seguia um processo estocástico do tipo 
dF = y{F,t) • F -dt + o{Fj) • F-dZ com dZr\ NiQ.yfdt], 
0 que é equivalente a pressupor que a cotação do futuro na maturidade possui uma 
distribuição lognormal, isto é, que185 
Inl ' = (/-cr^Z)-r+cr-Vr-Z186 com /^(O,l) 
l /Ft)-F /2 
Mas- por outro lado, o modelo binomial admite que a cotação do futuro na maturidade 
Pussui uma distribuição binomial: 
IS4r 
I85 0W- ^ • e ^ Option Pricing, Dow Jones - Irwin, 1983, pp. 183-86. v'de ponto 3.2.2.1. 
1 
^ facto, como E In 
VAR 
: (r - • r o ^(in/>) = (/ - • r+In/=; 
= a2 • ro ZAR (in Fr) = cr
2 • r, então 
^ ^ A/| In F — (/- cr- JtI, isto é, lnFT possui uma distnbuiçáo normal, e portanto 
p 
r Possui uma distribuição lognormal. 
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A-    t\ 
'i ( 'I <) 
In F,. = In +[7 ■// + {/ -7) • v] <=> ln^ j = / - v 4-(m - v) • 7 
Então, o raciocínio de Jarrow e Rudd consistiu em desenvolver fórmulas para os 
Parâmetros "u" e "v" tais que a distribuição binomial de F,. con\iija para a distribuição 
'ognormal de F-, à medida que / —> +oc. Ora. tal objectivo é atingido fazendo com que 
os dois primeiros momentos (média e variância) das duas distribuições coincidam187. 
A variável aleatória "j" representa o número de subidas da cotação do futuro 




■ qJ -(1-7) ~J <=7 = 0,1,...,/ 
<= outros valores de " j" 
sendo, portanto 
E[j] = l A VAR[j) = I-q\\-q) 
^ssim. tendo em consideração que J r\b{ j J,q) e fazendo / -> +co, pode-se aplicar o 
teorema de DeXíoivre-Laplace, obtendo-se 
j-I-q 
n Mo,i) 
Mas, como "q" é uma constante independente de "I", então o resultado anterior 
ttlantém-se para qualquer valor de "q", razão pela qual é possível escolher 
arhitrariamente um valor para "q". Por uma questão de simplicidade, faça-se q = 1/2, 
onde decorre que 
LIa 
a 
o M0.1) j r\N '1/ -J
/N 
7 
" / v 
ir 
Ross e Rubinstein propõem formas de obtenção dos parâmetros "u" e "v" bastante mais 
Slrnpies do que as fórmulas deduzidas por Jarrow e Rudd. Todavia, o procedimento seguido pelos trés 
Punieiros autores apenas assegura a convergência do segundo momento das duas distribuições no 
uttute. 
142 
Por outro lado, como também 
^I/-Z + y^r^N ' 1/ v7/
A 
/V /2 
com Z n ;V(0, l) 
Iogo. pode-se substituir "j" por 
T/p j = / • v + (n — v) ■ j. obtendo-se; 
"V/ / .7 + 1/ " 
2 ^ +/2 na expressão 
In^- 
/•v + (w-v)-^2 +[u-v)-yfiy^ ■ Z 
Concluindo, para que a distribuição binomial de Fr conviíja para a distribuição 
'0gnormal de Fr 
Inl Ft/f J = (r-
0/2;T+c7 
e necessário que; 
•Vr-Z 
/•v+(«-v)--J^ = (/-c^)-r 
(u-v)-^y^ = a-/t 
^osoKendo o sistema anterior em ordem aos parâmetros "u" e "v", obtém-se; 
^oalmente, considerando o argumento de neutralidade face ao risco, isto é, fazendo y 







Com base no conhecimento das duas últimas expressões, a estimação do valor de uma 
0PÇão sobre futuros de obrigações através do modelo binomial passa, na prática, pelas 
Seguintes etapas: 
^ ) Estimação do parâmetro cr, de acordo com a metodologia descrita no quesito 
3.1.6; 
- ) determinação dos valores de "u" e "v" através das fórmulas (111) e (112); e 
^ ) Cálculo do valor da opção, mediante o recurso 
•às fórmulas (100) e (101) ou (102), no caso de uma opção de compra 
"europeia"; 
•às fórmulas (104) e (105) ou (106), no caso de uma opção de venda 
"europeia"; 
•às fórmulas (107) e (108), tratando-se de uma opção de compra 
"americana"; 
•às fórmulas (109) e (110), tratando-se de uma opção de venda 
"americana". 
0r último, registe-se que a grande vantagem do modelo binomial consiste no facto de 
P0cler ser aplicado à avaliação de opções "americanas" sobre futuros de obrigações, ao 
Contrário d0 q116 sucede com o modelo de Black-Scholes e com o método de 
SlIfiulação de Monte Carlo (em virtude da sua reduzidissima operacionalidade). Mesmo 
assim, é ainda possível utilizar outros métodos de avaliação de opções "americanas" 
re futuros de obrigações que forneçam estimativas mais eficientes ("método das 
Crenças finitas") ou que sejam de aplicação mais rápida ("aproximação quadrática" 
aProximação polinomial") do que o modelo binomial. 
3.2.2.2.7. Técnica da variante de controle 
Tal - 
vomo para o método de simulação de Monte Carlo, o grau de precisão da 
I lrnativa do valor de uma opção fornecida pelo modelo binomial pode ser 
renientado mediante a aplicação da técnica de variante de controle; 
sendo 
v:[á) = vi[a)-vi[b)+vi[b) (113) 
A = opção sob avaliação; 
B = opção similar à opção A, mas cujo valor hoje-Vt{B)- seja conhecido; 
KyA) = estimativa do valor da opção A obtida através da técnica da variante 
de controle; 
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y (. i) = estimativ a do valor da opção A obtida através da aplicação do modelo 
binomial, conforme descrito nas trés etapas anteriores; 
' ,(51 = estimativ a do valor da opção B obtida através da aplicação do modelo 
binomial, conforme descrito nas três etapas anteriores: e 
l',(Sí = valor conhecido para a opção B no momento "t" (preço de mercado 
ou solução fornecida por uma fórmula de avaliação analítica fechada). 
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3.2.2.3. Método numérico das Diferenças Finitas1558 
0 método numérico das diferenças finitas baseia-se na resolução da equação 
diferencial fundamental do valor da opção em análise, sujeita às respectivas restrições, 
Mediante a substituição (aproximação) das derivadas parciais por diferenças finitas, 
i-^sta torma. transforma-se a equação diferencial num conjunto de equações às 
diferenças, as quais são resolvidas de forma iterativa. 
Como o objectivo deste ponto do trabalho reside na aplicação do método das 
diferenças finitas à avaliação de opções "americanas" sobre futuros de obrigações. 
entào a equação diferencial em causa é dada pela expressão (71), isto é. 
i. , . cT 
2^:'cr'F' +~-r-r =0. 
No entanto, para aproximar as derivadas parciais da anterior equação diferencial 
Parabólica atrav és de diferenças finitas, é necessário considerar ura número discreto 
'p to) de valores para as variáveis "F" e "t", ou seja. há que trabalhar num espaço 
t) hiperplano. Assim, considere-se que a variável "F" pode assumir "n+l" valores 
, Pretos, sendo a diferença entre quaisquer dois valores consecutivos dada por "h", 
é, admita-se que o conjunto de valores discretos que a variáv el "F" pode assumir é 
dado por 
/v = i-h com i = 0, ..., n 
e que, 
Fo = olS9; 
F
n = cotação do futuro acima da qual Vi;
m tende para zero, no caso de uma 
put, ou para a unidade, tratando-se de uma call191; 
h = iF„- FQ)/" = FJ
n', e 
a cotação actual do futuro há-de estar algures entre os valores F0 e Fa. 
0r seu tumo. admita-se que a variável "t" pode assumir "nr-1" valores discretos, 
0 a diferença entre quaisquer dois valores consecutivos dada por "k", ou seja, 
po re"se clue 0 conjunto finito de v alores que a variável "t" pode assumir é dado 
tj = J-k com j = 0, ..., m 
e 0111 que. 
'88^    
Por j.aP''caÇão do método das diferenças finitas à avaliação de opções foi inicialmente levada a cabo 
/,-;n ^ Schwartz no artigo "The valuation of warrants: implementing a new approach", Journal of 
\»)^'c'al Kconomws, n0 4, 1977, pp 79-93. 
minimo que a variável "F" pode assumir. 
19or -dV/ 
F ~ /pp Por uma questão de conveniência, passar-se-á a utilizar indiferentemente a notaçao 
Cy / 
Vry 0u V 
"t-p ' 
^^■se, portanto, do valor máximo que a variável "F" pode assumir. 
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t0 = data de avaliação; 
tm = T s maturidade da opção; e 
k 
^ssim sendo, então 
ern (1ue ' ,,i representa o valor da opção no ponto (ij) -isto é, no penodo de tempo t] e 





3.2.2.3.1. Aproximação Implícita às Diferenças Finitas 
^nia forma de aproximação às diferenças finitas, designada por "aproximação 
^Plícitaconsiste em relacionar cada valor da opção no momento tj+x com três 
a'0res alternativos para a opção no momento tj: 
V. , . 
i-l ,j 
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Para o efeito, há que substituir as derivadas parciais da equação diferencial em análise 




Substituindo as duas expressões anteriores na fórmula ("1). obtém-se uma equação às 
diferenças que constitui uma aproximação implícita a essa mesma equação diferencial; 
i. Kh -2-r.. +r ,. , , , r ., - r 
—— -r■ . =o 
h" k i-j 
APROX7\íAÇÃO implícita as 
d'ferenças finitas do valor 
^lEMA opção sobre futuros 
a' 'K~, +b -V +c V = V , l-J t r ij ^ C, r i+lj - r 
sendo. 
> = 1 n-l 
j = 0,m-1 
(114) 
1 ' -2 , a,  or -P -k 
2 
= cr • /2 • ^ +1 + r • /c 
1 , . 
C: - cf -r k 
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aproximação resulta da substituição inicial de VFP por uma diferença finita "forward". 
'v, =(^„w -vOlh 




^ara obier unia "aproximação impiicila". ou seja, para relacionar o valor da opção no período 
Coni o 3611 valor no momento t., há que aproximar l] através de uma diferença finita "forward" 
14S 
Portanto, para se obter o valor de uma opção "americana" sobre futuros de obrigações 
basta, ao in\es de solucionar a equação diferencial (71), resoKer de forma iterativa a 
equação às diferenças (114). Ora, é precisamente tal método de resolução iterativa da 
Equação (114) que irá ser descrito seguidamente. 
Antes de mais. repare-se que embora para cada valor de "j" seja necessário resolver 
'"~l) equações lineares com {n+\) incógnitas V, l (i = 0. ..., n), as restrições à 
equaçào diferencial fundamental (71), próprias de cada tipo de opção, indicam os 
Calores extremos / e Vn / para cada problema e portanto constituem as duas 
etiuações adicionais necessárias para obter os valores das (« —l) incógnitas para cada 
valor de "j": 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
- o 
para j = 0,m 
(115) 
i -V , . = h195 •-J n-l.j 
ara i = 0,ni 
(116) 
opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
para j = 0,m 
X a preço de exercido da put 
(117) 
y -v , =o u-j n-l.j " 
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para j = 0,.... m 
(118) 




'-"na vez que. lim VF[F j) = [Vn j -i'm_lJ)/h= I, onde V representa o valor de uma call. 
Pois. V = X para F = 0, traxando-se de uma opção de venda. 
^ado que, lim VF{F,t) = \Vn j - Vn_LJh = 0, onde V representa o valor de uma put. 
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•SÍ0 que concerne à metodologia de resolução da equação (114), o problema de 
determinação do valor de uma opção "americana" sobre futuros de obrigações é 
■nicializado na data de vencimento da opção (isto é, para j = m), visto os valores 
K.„ serem conhecidos: 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
1/ _ l - h — X Cr í > ^ 
l < X 
i = 0, n (119) 
- opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
v X - i h ç= i <, X / n 
0 <t=i> X 
i = 0, n (120) 
Posto isto, a determinação do valor da opção prossegue iterativamente e por 
0rdem cronológica inversa (ou seja. aumentando o tempo em falta para a maturidade 
a opção) para os diversos valores admissíveis para a cotacão do futuro, com base 
na equação (114) e mediante o recurso às expressões (115) e (116) ou (117) e 
(^8). caso jjjjj 0pç5es dg tipo "americano" é ainda necessário impor, em 
Cada etapa do processo iterativo de resolução, a observância das condições de 
exercício antecipado: 
- opções de compra "americanas" 
■.y - max 
i = 1,n-1 
j = 0, m-1 
(121) 
- opções de venda "americanas" 
V _ 
y ~ max j K-u -o,K.Jlb.iX-t-h 
i = I, n-1 
(121) 
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O processo de resolução só termina depois de calculados os valores l7, ,, K.,, 
V 
"-IJ * 
for seu turno, o desejado preço da opção em análise corresponderá ao valor K ,, 
tal que 
i.h = cotação actual do futuro. 
^ grande problema associado a avaliação de opções "americanas" sobre futuros de 
^rigações através de uma "aproximação implícita" às diferenças finitas reside no facto 
e esta ultima se rev elar pouco operacional na medida em que requer a resolução 
Slniultànea de (n-1) equações lineares (para além das restrições aos valores F07 e VnJ) 
Para cada valor de "j". Consequentemente, regra geral o método das diferenças finitas 
e utilizado através da denominada "aproximação explícita". 
3.2.2.3.2. Aproximação Explícita às Diferenças Finitas 
^ .» 
aProximação explícita" às diferenças finitas consiste em relacionar cada valor da 
0PÇão num determinado momento (/,_,) com trés valores alternativos para a opção no 
Amento seguinte (:.): 
 VM 
\ VM.j 
^este caso. é necessário substituir as derivadas parciais da equação (71) pelas 
Seguintes diferenças finitas: 
"l'■'j = (r );4 '■J * ^-198 
"Ha 
rei^ Proximação de cl' jât através de uma diferença finita "bacicward" consumi a única alteração 
Varnente a metodologia apresentada anteriormente e tem por objectivo relacionar o valor da 
OJW 
no período com o seu valor no período seguinte (ti), 
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uma vez, substituindo as duas expressões anteriores na equação diferencial (71) 
0btém-se uma equação às diferenças (ou melhor, um conjunto de sistemas de 
equações) que constimi uma "aproximação explícita" à equação diferencial 
mencionada 
i r , _7.Lr r -v 
-■-af - -f o 
■APROXIMAÇÃO explicita às 
D/PEPEXÇaS finitas do valor 
PRÍIMA OPÇÃO SOBRE FUTUROS 
V0~x = arV\_x.+brVi_j+cl-Vl^j 
sendo. 
i = 1, n-1 
j = l, — m 
a, = - • cr2 • í2 • k 
7 
bt = l-cT-P-k-rk 




ativamente ao processo de resolução da equação (122), a determinação do valor 
u,na opção "americana" sobre futuros de obrigações parte da sua data de 
Vencimento (j ~ nt), uma vez que o conjunto de valores é conhecido: 




i = 0, .... n 
- opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
X-/-/» <=/<*/ 
0 <=zi>x/ 
í • • • * n 
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Tal como anteriormente, a resolução do problema prossegue iterativamente e por 
0rdem cronológica inversa, mediante a utilização, para valores de "j" 
sucessivamente menores, da equação (122) e das expressões (115) e (116), no caso 
^as opções de compra 
^ = o j = 0,..., m 
j = 0,..., m, 
0u das fórmulas (117) e (118), tratando-se de opções de venda 
j = 0,..., ra 
j = 0,..., m. 
depare-ve que, tal como acontecia com a "aproximação implicita", com o 
Procedimento agora descrito também se obtém (n-1) equações lineares para cada valor 
'j" (para além das restrições aos valores V0. e Vn j). Não obstante e ao contrário do 
que anteriormente sucedia, tal sistema de equações não necessita de ser resolvido em 
^uiultàneo. De facto, esta é a característica especifica da "aproximação explícita" que 
a rorna bastante mais operacional. 
ratando-se de opções "americanas", em cada etapa do processo iterativo de 
resolução, é ainda necessário impor a observância das seguintes condições de 
exercício antecipado: 
- opções de compra "americanas" 
'■y-i = max 
i •••* n*" 1 
j li ni 
(123) 
- opções de venda "americanas" 
= max 
i = 1,n-1 
j = 1, m 
(124) 
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Comparando as duas formas de aproximação às diferenças finitas que acabaram de ser 
analisadas, pode-se afirmar que, em princípio, é preferível adoptar o método das 
diferenças finitas explícitas, visto este ser mais fãcil de implementar do que a versão 
•niplícita alternativa. 
Contudo, a grande desvantagem do método das diferenças finitas explícitas consiste no 
facto de a solução numérica não convergir necessariamente para a solução da equação 
diferencial, à medida que "h" e "k" tendem para zero. Por esta razão e como, por outro 
'ado, se prova que através da transformação logarítmica da versão explícita do método 
das diferenças finitas é possível definir à partida os valores de "h" e "k" que garantem a 
convergência do valor estimado da opção para o seu verdadeiro valor, então é muitas 
vczes aconselhável recorrer a esta mesma transformação. 
3.2.2.3.3. Transformação logarítmica do método das 
diferenças finitas 
^gora, o objectivo consiste em adaptar a equação diferencial (71) de forma a que os 
beus coeficientes sejam constantes, facilitando assim a análise numérica. Para o efeito, 
a transformação a efectuar deverá consistir na consideração de uma nova variável de 
estado -Y- cujo desvio padrão instantâneo seja constante. 
^este modo, sendo 
dF=A^,()-Pdt + o{F,t)-FdZ, 
Considerando 
Y = Y(F, t) 
e aplicando o Lema de ITO, vera 
dY -{ cY rr dY 1 - r-i] J. et r J-Z 
~z=-y-F + — + r-cr-F •dt + cr-F-dZ 
[cF a 2 cF2 ) cF 
^Ortanto, para que '''0'' ^seJa constante, por exemplo igual a ct, é necessário 
^ue = j/p q consequentemente, faz sentido que a transformação a efectuar 
COnsista em considerar Y = InF. 
^a verdade, fazendo 
jY = InF 







Kr = Wn. .e'
r -e'' +WY\-e-
y)-F-' = Wn -e'
2'' - fV,.-e'1' -e'1' = {Wn. e 
K = W 
Pelo que, a transformação logarítmica da equação diferencial (71) 
d-fV-y.f+r.-r.K.o 
vem igual a: 
1 , 
~ ■{lVir ~ tVy). g-2'' - cr -e21' +Wt-r-W = 0<=> 
c^--cr-Wír ---cr ■Wr+lVl-r-W = 0 
Posto isto. basta aplicar o método das diferenças finitas à equação anterior para se 
obter o valor desejado para a opção199, sendo para tal necessário considerar que o 
eonjunto de valores discretos que as variáveis "Y" e "t" podem assumir é dado por: 
Yi = i - h com i = 0, n 
e 
tj - j-k com j = 0, m. 
Consequentemente, 
3.2.2.3.3.1. Versão implícita da transformação 
logarítmica do método das diferenças finitas 
c 
onsiderando a igualdade PV{yj) = bem como a transformação logarítmica dada 
Peln equação 
-•<r---cr-fVy +IV,-r-fV = 0 "y 2 
e substituindo nesta última as suas derivadas parciais pelas diferenças finitas 
159, 
'isto que, W = V. 
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W''ÍKj.,-W,Mk. 
0btém-se um conjunto de sistemas de equações lineares às diferenças, com coeficientes 
instantes, o que constitui uma aproximação implicita à transformação logarítmica da 
ecluaçào diferencial fundamental: 
i [V -2W +W i W -W W -W 
i+\.J 1 ^ yy.^j [ + l r JV _Q -■cr 
2 2h •■j 
transformação logarítmica 
04 4PRÓXIMAÇÃO IMPLÍCITA ÀS 
D/P£R£NÇAS finitas do valor 
uma opção sobre futuros 
''Kuj+b.fVu+c-IV^j-Wv +1 
sendo. 
i = I,n-I 
j =0,m-1 
a = - 
{2 + h)-or-k 
41? 
6 = 





rata-se de uma diferença finita "centrada", isto é, da média aritmética simples entre uma 




O método de resolução é idêntico ao descrito anteriormente, havendo somente 
ajustar as condições terminais {Wum) 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
e' h - X c= / > In 
0 <= i < In X/ 
i = 0, n- :oi 
(126) 
opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
\X-e-h 
. i = 0 n IV IJTt 
0 <=/ >'n\ 
(127) 
como as restrições aos valores extremos da opção (PF0 y e Wn j) 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
fVtJ = 0
202 
para j = 0,m 
(128) 
n.j 
para j = 0,m 





p0>s. ÍVijn = vijti e Y = \n F <=>\n F = i -h <=> F = e
,h. 
Dado que. ÍV0J = lV{0,t) = V{\,t) = e V{0,t) = 0 para uma opção de compra 
PoiS' Wn j = W{+co,t) = y{+oo,t) e o preço de uma call coincide com o seu valor intrínseco 
guando F->+oo 
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opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
para j = 0,m 




para j = 0,m 
(131) 
seja, o problema é inicializado na data de vencimento da opção, através das 
Opressões (126) ou (127), prosseguindo-se iterativamente e por ordem 
Cronológica inversa, mediante a utilização da equação (125) e das expressões 
(128) e (129), no caso das opções de compra, ou das expressões (130) e (131), caso 
tratem de opções de venda. De igual modo, tratando-se de opções 
a,nericanas", em cada etapa do processo iterativo de resolução é ainda 
necessário impor a observância das seguintes condições de exercício antecipado: 
- opções de compra "americanas" 
- '\j = max 
i = 1,..., n-1 
j =0,..., m-1 
(132) 
opções de venda "americanas" 
>,j - max 
i = 1,n-1 





vez que, W{) j = iy{0,t) = V{\,t) = ^(O,/) e o valor de uma opção de venda corresponde 
Preço de exercício quando F Z0 




Mas' apesar dos coeficientes serem agora constantes, ainda é necessário proceder à 
resolução simultânea de (n-1) equações para cada valor atribuído a "j1'- razão pela qual 
e comum optar-se pela transformação logarítmica à versão explícita do método das 
diferenças finitas. 
3.2.2.3.3.2. Versão explícita da transformação 
logarítmica do método das diferenças finitas 
Substituindo as derivadas parciais da equação diferencial 
-■(T-ÍVyy O2 -Wy +lV-r-tV = 0 
2 2 
Pelas diferenças finitas 
V^,206 
e ^ndo em conta a igualdade W{V,t) = Wip obtém-se a seguinte aproximação explícita 
a fr^nsformação logarítmica da equação diferencial anterior: 
2 h 2 2h k ,J 
^tinira H V d mierença relativamente a versão anterior. 
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TRANSFORMAÇÃO logarítmica 
da aproximação explícita as 
DIFERENÇAS FINITAS DO VALOR 
d^ uma opção sobre futuros 
(134) 
sendo. 
i = I n-l 
j = I,m 
(2 +/i) • o*2 •/c 
b = 
fr - r -k ■ h2 - cr ■ k 
{2-h)-cr-k 
4/Í2 
0 Método de resolução da equação anterior é semelhante ao enunciado para a 
Versão implícita da transformação logarítmica, ou seja, o problema é inicializado 
03 data de vencimento da opção, através das expressões (126) ou (127) 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
IV 
e, h - X <^ / > ln -*7 
0 /<!«*/ 
i = 0, ..., n 
opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
W = 
X - e' h <= / < !" x/ 
0 <- / > In X/ 
i 0, • • • 9 n ^ 
Prosseguindo-se iterativamente e por ordem cronológica inversa, mediante a 
^ização da equação (134) e das expressões (128) e (129) 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
=: 0 para j = 0,..., m 
para j = 0,m = e"" - X 
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0u das expressões (130) e (131) 
- opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
fVt j = X para j = 0,m 
para j = 0,m Wn, - o 
"npondo, em cada etapa do processo iterativo de resolução e tratando-se de 
0Pções de tipo "americano", a observância das seguintes condições de exercício 
antecipado: 
- opções de compra "americanas" 
,.j-i = max («•"í-w + í-^+e-^w).^-* 
i = 1,n-1 
J ~ 1< »•»< rci 
(135) 
opções de venda "americanas" 
•,j~i = max j+b-W^+c-^J.X-e" 
i = 1,n-1 
j = 1 m 
(136) 
grande vantagem associada à consideração de uma transformação logarítmica ao 
nivel da versão explícita do método das diferenças finitas, para além da simplicidade 
i^tdtante 6a utilização de coeficientes constantes, reside essencialmente no facto de 
HuU e White207 provarem que a estabilidade e convergência da solução numérica 




j0ur ■ e A. White, "Valuing derivative securities using the explicit fmite difference method", 
ol oj financial and Quantitative Analysis, vol. 25, n0l, 1990, pp. 91-92. 
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Tal acontece, na medida em que a grandeza 
cY f~Y 1 K 1 I z' 1 \ - / 
—F+ —-cr-F2 =-./.F + 0 + -- —Llcr ■ F1 = y-^A cF à 2 cF1 F 2 V F ) /1 
é limitada. 
Em síntese, o método numérico das diferenças finitas a utilizar na prática deverá ser a 
versão explícita da sua transformação logarítmica, por trés ordens de razões; 
') Em primeiro lugar, é preferível utilizar uma transformação logarítmica, pois desta 
orma obtém-se coeficientes constantes; 
11) Em segundo lugar, o recurso à versão explícita toma desnecessária a resolução 
^multànea de sistemas de equações, ao contrário do que sucede caso se opte por uma 
^Proximaçào implícita"; e 
ln) Por último, a estabilidade e convergência da solução numérica podem ser 
garantidas através da observância da condição (137). 
3.2.2.3.4. Técnica da variante de controle 
T i 
como no método de Monte Carlo e no modelo binomial, a técnica da variante de 
Controle também pode ser utilizada para melhorar a precisão da estimativa fornecida 
P6 a aplicação do método das diferenças finitas: 
sendo. 
y;(A) = y,(A)-K(B)+K(B) (138) 
A = opção sob avaliação; 
B = opção similar à opção A, mas cujo valor hoje -ij (5)- seja conhecido; 
KU = estimativa do valor da opção A obtida através da técnica da variante 
de controle; 
Kía) = estimativa do valor da opção A obtida através da aplicação do método 
das diferenças finitas; 
K(B) = estimativa do valor da opção B obtida através da aplicação do método 
das diferenças finitas; e 
M#) s valor conhecido para a opção B no momento "t" (preço de mercado 
0u solução fornecida por uma fórmula de avaliação analítica fechada). 
3.2.2.4. Aproximação quadrática do valor de uma opção 
"americana" sobre futuros de obrigações 
^arone-Adesi e Wlialey208 desenvolveram fórmulas analíticas "fechadas" de 
^roximação do valor calls e puts "americanas" sobre futuros, cujo modo de utilização 
Pratico sera analisado seguidamente. 
3.2.2.4.1. Opções de compra 
^ ponto de partida para a dedução da fórmula de Barone-Adesi e Whaley aplicável a 
0PÇòes de compra "americanas" sobre futuros de obrigações, consiste na constatação 
que como a equação diferencial 
1 â-v , _2 âV .. (f .f1 + r-V = 0 
2 cF2 ã 
e satisfeita quer por opções "americanas" sobre futuros quer ainda pelas suas 
congéneres "europeias", então ela também deverá ser verificada pelo prémio de 
e:<ercicio antecipado inerente à opção de tipo "americano". 
caso de uma call "americana" sobre futuros de obrigações, tal implica que 
— Sp-f-a2 -F2 +£,-r-£=0 
sendo. 
£= £c{F,X,T) = prémio de exercício antecipado associado a uma call 
"americana" sobre futuros de obrigações (com um preço de exercício de "X" e 
maturidade "T"): 
£'{F,XJ) = C{F,XJ)-c{F,XJ) 
era que, 
C(F,X,T) = call "americana" sobre futuros; e 
c(F,X,T) s call "europeia" sobre futuros. 
Omo t = T -1, então £r = s, t, = -£, e ponanto 
-Spp-cF -F2 +st-r-e=0o~£FP-o
1 -F2 -£f-r-£ = 0 
  
y 1 ^cne-Adesi, G., e R. E. Wlialey, "Efficient Analytic Approximation 
Ues . The Journal of Finance. vol. XLII, n0 2, 1987, pp. 301- 20, 
of American Option 
Definindo £'(F.X.T)por 
as derivadas parciais de c passam a ser dadas por: 
i) 
'i)£rT = A-./„.:e 
Bi) e, = Krf + K fK K:, 
Pelo que 








^zendo A( r) = 1-e rr, então K, = r e portanto a equação anterior passa a ser 
dada por; 











aProximação proposta por Barone-Adesi e Whaley consiste precisamente em 
Ssumir qUe 0 terai0 "" 
r ,A • (1 - A^)" da equação diferencial anterior é 
Pro>dmadamente igual a zero. Com efeito, tal aproximação afígura-se razoável por 
^ as ordens de razões: 
P0r Um lado, à medida que 1 tende para +00, K converge para a unidade209, (I-K) 
tenci 2 r f 
e Para zero e consequentemente  K) também tende para zero; e 
ii) ^ 
P0r outro lado, à medida que x tende para zero, fK tende para zero e portanto 
2"r'/v 
cr (l - AT) também converge para zero. 
209 
p0ls' Hm e'r = 0 
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Admitindo tal pressuposto, então a equação diferencial anterior pode ser aproximada 
por 
a expressão anterior não é mais do que uma equação diferencial de segunda 
0rdem com duas soluções lineares independentes do tipo / = a-Fq1 as quais podem 
Ser determinadas mediante a realização das seguintes substituições: 
I)/ = o-F,';e 
/ff ={a -q ■ F''~]) = a ■ q -{q - \) ■ F'1'1. 
F 
'^ssun, obtém-se 
F: a q^q- \)-Fq~z —l^--a ■ F" = 0 ■ F" ■(q1 -q—^-) = 0<=> 
cf-K v o*-K 
l-jl+8r ^ l+jl + 8r ^ 
v :crK^^q= V 
C 2 • a* 0nsequentemente, a solução geral da equação diferencial F2 ■ fFF  / = 0 é 
dadap0r 




avia- no caso de uma opção de compra "americana" sobre futuros é necessário 
0nsiderar a seguinte restrição: 
a, = 0 
510 P0rque, como <7, < 02K), então caso ^ ^ 0 viria lim /{F) = +co, quando na 




t( e-(F,K) = 
-10 
«ato que Sr/ > 0 
/crK 
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£c = K a,-F"'- 
Ji £cÍF,XJ) = C(F.XJ)-c{F,X, T) 
C{ F, X, T) = c{ F, X, T) + K-az- F*- 
^ra. esta última equação constitui precisamente uma aproximação do valor de uma 
0PÇão de compra "americana" sobre futuros. 
dignando por "F*" a abcissa do ponto no qual a curva C(F,X,T) tangencia a recta 
representativa do valor intrínseco da call "americana" (isto é, a abcissa do ponto a 






XXIII- então, a equação 
C{F,X,T) = c[F,X,T) +K-a2 ■F'h 
0 e ser rescrita sob a forma; 
[F-X <=F>F* 
0utro 'ado, no ponto F = F* dever-se-ão verificar as duas seguintes condições: 
Por 
dçy01 P"016*™ lugar, a inclinação da recta representativa do valor intrínseco da opção 
era ser igual ao declive da curva C(F,X,T) nesse mesmo ponto, ou seja. 
'Af-x)' 
âF F-F' 










\n{F X) + a'-T2 
cr-VT 
íl 
= í?":-,V[/í(F*)] + A'-a: ■q2 -{F*)"1 
\n{F*'X) + (^ *2 





^ubstituindo o parâmetro "a," pela expressão anterior na equação 
[F-X <= F> F* 
li 
C{F_X.T) = \C{F-X-T) + AI'ÍF/FX ^r<F' 
F-X c=F>F* 
sendo. A, =-^—•{l-e'"'"r-A,[/j(F*)]} 
<72 
^ ern segundo lugar, o valor intrínseco da opção de compra deverá ser idêntico ao 
u valor de mercado, isto é, 
F*-X = c{F*,Xj) + K-al\F*)
qi 
Oque t , \-e'r r -NlhiF*)] . 
' lendo em conta a igualdade o, = —, significa que 
K-q.-iF*)*' 




Em síntese, a aproximação quadrática do valor de uma opção de compra "americana" 
sobre futuros de obrigações, proposta por Barone-Adesi e Whaley, é a seguinte: 
A PRÓXIMA ÇÃO QUA D RA TICA: 
OPÇÕES DE COMPRA "AMERICANAS" 
SOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
\f-x <=f>f* 
sendo. 
-ÍF ,X,T) = e-r- F ■Nih)- X-Nyh- cr-Vr) 
^ln{F/X) + o2-Ç/ 
XTr 
t+ll+Sr/ 
?, =—V cFK 
e em que, F* é obtido mediante a resolução 
erativa da seguinte equação; 
^ = c{ ) + — ■ {I - •/v[/i{F*)]} 
(140) 
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^ primeiro, e mais complexo, passo a executar para aplicar a metodologia 
Sugerida por Barone-Adesi e Whaley consiste em determinar o valor de "F*M 
Adiante a resolução da equação F*-X =d/r*,,V,r) + — {l-e^^/VÍMF*)]}111 
q2 
^ara 0 efeito, estes dois autores propõem um algoritmo simples e eficiente. 
Com vista à exposição desse mesmo algoritmo, designe-se por 
lhs{f) = F- X 
0 valor do lado esquerdo da equação anterior para F = Fi 
e seja 
/?TO(/•) = c( , .V. r)+• {1 - ■ w w/•)]} 
0 ?! valor correspondente ao lado direito dessa mesma equação, em que 
ln( Fi x) + o*-
T, 
cr-v r 
^este 010do. o declive de RHS{FI) no ponto F = f], designado por ô,., é dado por 
■ V[A( /■)] ■ [ I - ^J + {1 - "í1 
cr-v r <12 
sendo, 
n( ) s função densidade da distribuição normal. 
Por 0utro lado, a equação da recta tangente à curva RNSi^) no ponto Fi e que 
ersecta a linha do valor intrínseco da call "americana" sobre futuros é a seguinte: 
RHS^Fi)+bi-{F-Fi) = F-X. 
S'rn Sendo, o algoritmo de resolução da equação (139) envolve: 
^ hticialização do processo, ou seja, determinação de 
lhs[f.) = f,-x 
^(F1) = c(F1,.V,7-) + -J--{l-g-'
T-^[/I(F1)]}, 
como regra prática, os autores sugerem que F{ = X. 
2ll 
Posto 1 lsso- a aplicação das fórmulas (140) é directa. 
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- ) Caso LHSiF^) ^ RHS{FX) então repete-se o cálculo de LHS e de RHS, com uma 
nova cotação do futuro (F-.). Tal cotação deverá ser tal que 
RHS{F,)+b,\Fz-Fy) = F2-X 
Este processo repete-se iterativamente até que LHS{F*) = RHS{F*). 
eneralÍ2ando a análise, a primeira etapa na determinação do valor de uma opção 
compra "americana" sobre futuros de obrigações através da aproximação 
Quadrática de Barone-Adesi e Whaley, consiste em calcular 
LHSiF) = Fi~X 
e 
rRS{fi ) = c{F,X,T) + Z-.{l~ e~




\n(Fi:X] + °'-T/ 
<t- V r 
-5endo, 
F\= X 
r = -b, ,F, 
l-b 




até Que LHSiF,) = RHSiF) 
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Ehi alternativa à aplicação do algoritmo anterior, poder-se-à obter o valor de F* 







F*\ QO )=X 1- 
<72 (oo) 
I ^ 1 + Jl+8r 2 ?2(oo) = , V çr
fe, - jjW t ■ X 
nia terceira, e mais eficiente, alternativa de determinação do valor de F* 
siste em utilizar o algoritmo expresso pelas equações (141) a (144), mas 
Coris«derando 
para
aCor^0 corn 08 autores, tal procedimento assegura a convergência do processo 
a solução (F*) em não mais de três iterações. 
3.2.2.4.2. Opções de venda 
C 
a £p 
1110 a equação diferencial — • —— -o2 -F2 + — -r-V = 0 também é aplicável 
2 âF2 ã 
sendo 
£ {F,X,T) = prémio de exercício antecipado associado a uma put 
americana" sobre futuros de obrigações (com um preço de exercício de "X" e 
Puridade "T"): 
^alues" ./
arone-Adesi, G , e R. E, WhaJey, "Efficient Analytic Approximation of American Option 
• lhe.Journal o/Finance, vol. XLII, n0 2, 1987, pp. 318-19. 
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£p{ F, .V, T) = P{ F, X, T) - p{ F. X. T) 
em que, 
P(F,X,T) = put "americana" sobre futuros; e 
p(F,X,T) = put "europeia" sobre futuros. 
eritão a equação diferencial —■ sFF • cr ■ F2+£,-r ■ £ = 0, com £=£p, pode ser 
2 • r 
^•"oximada através da equação F2 ■ fFF—-—- f = 0, cuja solução geral 
cr" • K 
Continua a ser dada por 
f{F)=ax-F*+az-F''\ 
14-8r 
I+ cF K 
1-J1+8r ^ [ + ^ 
com q[ = — e q2 = —- 
^0ntudo, tratando-se de uma opção de venda "americana" sobre futuros é necessário 
Considerar que 
a2 = 0. 
0 Porque, como q^ > 0 então, caso a, ^ 0 viria lim f{F) = +co, quando de facto 
F—t+CT) 
~ deveria tender para zero. 
^0nsequentemente, 
/{F) = arF^ 
Ji £p{F,K) = K{t)-/{F,K) 
£p = K a,-F'" 
Ji £p{F,Xj)=P{F,X,T)-p{F,Xj) 
P(F,Xj) = p{F,Xj) + K-al-F* 
"a^^^o esta última equação uma aproximação do valor de uma opção de venda 
tricana" sobre futuros. 
^0r 3 a^c'ssa Ponto a Part'r ^ Q11^ 0 valor ^ mercado da put 
coincide com o seu valor intrínseco (ver gráfico XXFV), 
Gráfico XXIV 
PíFXTl 
então a última equação apresentada pode ser enunciada do seguinte modo: 
P{F,XJ) 
rp{F,Xj) + K-a,-F'" <=F>F 
X-F c=F<F*' 
Ma S" ^is uma vez, no ponto F = F** ter-se-ão de verificar duas condições, a saber; 
Um ^ac^0' a inclinação da recta representativa do valor intrínseco da opção 
era ser igual ao declive da curva P(F,X,T) nesse mesmo ponto, ou seja, 
o\X-F) 
cF 
{c\p{F,Xj) + K-a,-Fq> 
F~F* cF 
-1 = 






\n(FIX) + a'-T/1 
a ■Pr 
í 
-e n-N[-h(F**)] + K al-qx-(F**)
íh'1 com h{F**) = 
5 






Substituindo o parâmetro "a" pela expressão anterior na equação 
. rl \p[F,Xj) + K-ax-F* ^F>F** 
P\F.X.T) = { 1 , vem 
U-F <=F<F** 
Ji 
p(F ^r) = |/^,.V.r) + /l1 ■(%,.)" ^F>F- 
X-F c=F<F** 
sendo, Ay = 
^ sm segundo lugar, no ponto F = F** o valor intrínseco da put "americana" deverá 
Ser 'gual ao seu valor de mercado, ou seja, 
X-F** = p[F**,Xj) + K-al\F**)'
h 
"ue, tendo em conta a igualdade a. = ,—significa que 
K-qx -(F**) 
X~F** = p{F**,X J)- — ■[{-e-r-'-N\-h{F**)§ (149) 
?! 
Eni síntese, a aproximação quadrática do valor de uma opção de venda "americana" 
sobre futuros de obrigações, proposta por Barone-Adesi e Whaley, é a seguinte: 
A PRÓXIMA ÇÃO QUA D RA TICA: 
OPÇÕES DE VENDA •'AMERICANAS" 
jOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
1 X-F c=F<F*' 
sendo. 
PÍE.X,T) = e'rr ■\-F-N{-h) + X-N((T^-ft) 
hJ^F X) + 0*'T1 
cr-yfr 
a F r 
4 = --  sie * 
In(F** Xj + ^-V. 
cr-V r 
1- l+Sr/" 
9, = - 1 crK 
® eni qUe p** ^ obtido mediante a resolução 
rativa da seguinte equação; 
=/*F** ^,r){l-íTr • AÍ-Z/F**)]} 
- í, 1 J 
(150) 
Tal como anteriormente, o processo de cálculo do valor de uma put "americana" 
sobre futuros através das fórmulas (150) começa com a determinação do valor de 
r • 
. através de uma das trés alternativas de solução sugeridas por Barone-Adesi e 
Whaley: 
0 Uma alternativa passa pela aplicação do algoritmo de resolução iterativa da equação 
^ '"19) sugerido por estes dois autores, sendo a inicialização feita com base no preço de 
e>(ercício da opção. Ou seja, esta hipótese consiste em 
.calcular 




, v ln(F X) + 
or2-T, Com, /,(/r.)= 
v " ' 2 
ct- V r 
-^Hdo, 
Ft = X 
Fi = ■ F-, 
l + b . 





até que LHSiF;) = RHSiF,) 
segunda hipótese consiste em obter directamente o valor de F** através da 





"O Finalmente, uma última e mais exacta alternativa de determinação do valor de F** 
consiste em utilizar o algoritmo descrito no ponto (i) anterior, só que inicializando 
0 Processo não com o preço de exercício da opção mas sim com a aproximação 
analítica anterior, isto é, fazendo 
F; = F * *(oo) + [ A-- F * *(oo)] • A 
F** = F**(oo)+[X-F**(oo)].e'i 
sendo. 
F**(qo)= X- 1- 
7,(00) = _J 21 
_ ~2<JyJ T ■ X 
X - F* *(qo) 
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3.2.2.5. Aproximação polinomial do valor de uma opção 
"americana" sobre futuros 
Wlialey-n aplicou às opções "americanas" sobre futuros a metodologia desenvolvida por 
Geske e Johnson214 para a avaliação de opções de venda "americanas" sobre acções (sem 
dividendos durante a vigência da opção), conseguindo aproximar o valor das opções em 
Calise através de uma fórmula analítica. Ora, é precisamente a dedução e explicitação 
desta última expressão (para opções de compra e de venda) que irá preencher as páginas 
seguintes. 
Considerando que "V^F,X,T)" representa, no momento "t", o valor de uma opção sobre 
Atures (de compra ou de venda), com um preço de exercício de "X", cujo tempo em falta 
Para o vencimento é de "x - T - t" períodos de tempo e que pode ser exercida nos 
Períodos / + !•—, t + 2--, ... e t+i-— = T, então o raciocínio seguido por Geske-Johnson 
i i i 
Consistiu em constatar que o valor de uma opção "americana" é dado por 
e que pode ser eficientemente aproximado com base no seguinte 
Polinómio:216 
+yi\Vl
i-v?]-y2\v? -V?) = Q,5-V:-l-v; +4,5^ 
sendo, 
V, = valor, no momento "t" (data de avaliação), de uma opção "americana" sobre 
futuros com um preço de exercício de "X" e vencimento no período "T"; 
fj1 = valor, no momento "t", de uma opção sobre futuros, com idênticos preço de 
exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas poderá ocorrer no 
período "T", isto é, trata-se do valor de uma opção "europeia" sobre futuros; 
^haley, Robert E., "On Valumg American Futures Options", Financial Analvsts Journal, Maio-Junho 
*■'86. pp 49.59 ^ 
y ^ske, Robert. e H. E. Johnson, 'The American Put Valued Analytically", The Journal of Finance, vol. 
215 ^ Dezmbro de 1984, pp. 1511-24, 
sto é, que uma opção "americana" pode ser exercida a qualquer momento (durante a sua vigência), ou 
^ que no caso de uma opção de tipo "americano" existe um número infinito de hipóteses de exercício 
Ripado. 
^ide a demonstração apresentada no artigo de R. Geske e H. Johnson (1984), pp. 1523. No fundo, 
at3-se da extrapolação do valor de "Vt" com base no conhecimento dos valores de "V,
1", "V,2" e "V2". 
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r,2 s valor, no momento "t", de uma opção sobre futuros, com idênticos preço de 
exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas poderá ocorrer nos 
períodos t +— e T; e 
2 
í,' = valor, no momento "t". de uma opção sobre futuros, com idênticos preço de 
exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas poderá ocorrer nos 
r 2 r 
penodos t + ~, t +— e T. 
3 3 
3.2.2.5.1. Opções de compra "americanas" sobre futuros 
Transpondo a aproximação de Geske-Johnson para o âmbito das opções de compra 
americanas" sobre futuros, vem 
C, {F, .Y, 7") = 0,5 ■ C,1 - 4 • C,2 +4,5- Cf3 
ern que, Ct{F,X,T) representa o valor, no momento "t", de uma opção de compra 
•I 
americana" sobre futuros, com um preço de exercício de "X" e vencimento no momento 
T". Portanto, para aproximar o valor de tal call basta calcular o valor de C], C,2 e C,3. 
que concerne à parcela C,1 = C]{F,X,T), esta traduz o valor, no momento "t", de uma 
0PÇão de compra sobre futuros, com um preço de exercício de "X" e maturidade no 
Período "T", mas que somente poderá ser exercida na sua data de vencimento e portanto 
Con-esponde ao valor de uma opção de compra "europeia" sobre futuros;217 








romiula (72). Ao longo deste quesito do trabalho ir-se-ào adoptar os pressupostos inerentes ao modelo 
®'ack-Scholes. 
^ IH 
fáiliza-se a designação A^-) dado estar em causa uma distribuição normaf unidimensional e pelo 
facto de mais adiante ser necessário recorrer a distribuições normais bidimensional e tridimensional. 
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V 
Por seu turno, C,2 =C^[F,X,T) representa o valor, no momento "t", de uma opção de 
compra sobre futuros, com um preço de exercicio de "X" e vencimento no período "T", 
oias que apenas pode ser exercida nos momentos t +— e T. A determinação da fórmula de 
2 
calculo do seu valor irá ser feita "a la Roll", ou seja. mediante a construção de uma 
carteira de activos cujo perfil de cash flows futuros seja idêntico ao associado à opção em 
analise e cujo valor dos activos componentes seja conhecido219. Isto porque, caso tal 
aconteça, então a inexistência de oportunidades de arbitragem num mercado financeiro 
Perfeito requer que, no momento actual, o valor da carteira seja idêntico ao valor da 
0PÇão em análise. 
O perfil de fluxos financeiros futuros proporcionado pela opção em análise é dado por: 
- no momento "t + —" 
2 





í "f  
2 
se F > F' 
/v f:-X=c r 
- - r+- 




De facto, se no momento "t+~" a opção for exercida então, obter-se-á o seu 
valor intrínseco (F r- X), e caso contrário, passar-se-á a dispor de uma opção 
9-p 
rata-se de uma metodologia semelhante à utilizada por Roll para determinar o valor de uma opção de 
Pta "americana" sobre uma acção que gere somente um dividendo certo e de montante conhecido até 
mal da vigência do contrato (pois, neste caso prova-se que o exercício antecipado da opção apenas 
substancia uma estratégia racional na data de ocorrência de tal dividendo, ou seja, existem somente 
^ datas de exercício para a opção). Tal método de avaliação encontra-se descrito e discutido nos 
tuintes artigos: Roll, R., "An Analytic Valuation Formula For Unprotected American Cail Options On 
With Known Divxdends", Journal of Financial Económica, 5, 1977, pp. 251-8; Geske, R., "A Note 
q ^ ^nalytical Valuation Formula For Unprotected AmencaniCall Options On Stocks With Known 
^'dends", of Financial Económica, 1, 1979, pp. 375-80; Whaley, R., "On The Valuation Of 
"'O?6"0311 ^'a^' Dpfons On Stocks With Known Dividends", Journal of Financial Económica, 9, 1981, pp. ' 1, e Geske, R., "Comments On Whaleys Note", Journal of Financial Económica, 9, 1981, pp. 213- 
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"europeia" (c \F,X,T)) visto apenas poder ser exercida na maturidade. Por 
2 
outro lado, "F'" representa a cotação do futuro no momento ' ac'ma da 
qual o valor intrínseco da opção é superior ao seu valor de mercado (dado pelo 
valor de uma opção "europeia", visto não existir qualquer outra oportunidade de 
exercício antecipado), ou seja, acima da qual haverá lugar ao exercício da opção 
nessa mesma data. 
- momento "T" 
cHf.xj) = 
Ft - X se Ft > ,V e r _ < F' 
srer ,"~'r \F- -CÁF.XJ) 0 sq FT < X e/ou r r > F, 
A opção em análise apenas poderá gerar algum cash flow no período "T" desde 
T 
que não tenha sido exercida no momento " e assim sendo tais fluxos 
2 
financeiros identificam-se com o valor de uma call "europeia" na maturidade. 
^este modo e conforme é patenteado pelo quadro seguinte, o perfil de cash flows futuros 
opção "C,2 = C*{F, X, T)" é idêntico ao gerado por uma carteira composta pela: 
a) aquisição de uma opção de compra "europeia" com um preço de exercício de "X" e 
Vencimento no momento "T"; 
d) compra de uma opção de compra "europeia" com um preço de exercício de " F," e 
Vencimento no período "r+^-"; e 
c) venda de uma opção de compra "europeia" sobre a opção da alínea "a", com um preço 





MOMENTO t + t/2 MOMENTO T 
Se 
F . < F: 
I+~ *> -> 
F . > F: 
t + 1 ■» 
Fr < X 
e/ou 




F . < F: 
/ -f— 
2 2 
a) -c,(F,Xj) +c ÁF.XJ) r+- f 
0 0 FT-X 
b) 
'C, F,F.,t + - 
0 r r-K /+- 
2 2 
0 0 




0 ( \ 
+ F'-X 
V 2 j 
0 0 
K = -C,(F,XJ) 
f \ 
v 2 zy 
+c XF,XJ) 
r+- 2 






   
facto, no momento 
2 
0 Se a 0pçã0 já aiínea "b" não é exercida (pois, o seu valor intrínseco é nulo), 
2 2 
0 ^esmo sucedendo com a opção da alínea "c" (visto que, c ,{F,X,T) < F' - X para 
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F . < F') e portanto o valor da carteira corresponderá integralmente ao preço da opção 
2 2 
da alínea "a"; 
») Caso contrário (F . > F'), a opção da alínea "b" será exercida (proporcionando o 
/+-- - 
2 2 
encaixe do seu valor intrínseco) bem como a opção da alínea "c" (de onde decorre o 
recebimento do seu preço de exercício e a entrega da opção "a"). 
momento "T"; 
0 Se a opção "c" tiver sido exercida no período "t+ — " (isto é, se F r > F') e/ou se a 
^ 2 2 
0Pção "a" estiver "out-of-the-money" no período "T" (ou seja, se FT < X), então o valor 
da carteira será nulo (pois, a opção "a" não será exercida pelo facto de já não integrar a 
carteira ou por possuir um valor intrínseco igual a zero); 
ii) Se a opção "c" não tiver sido exercida no período "t + — "220 é, se F r < F't) e se a 
2 ^ 2 2 
0PÇào "a" estiver "in-the-money" no período "T" (isto é, se FT > X), logo esta última será 
Nereida gerando o seu valor intrínseco. 
Consequentemente, a inexistência de oportunidades de realização de ganhos sem risco 
unpõe que, no momento "t", os valores da carteira e da opção em análise sejam 
Coincidentes (tal como acontece para os restantes momentos); 




c;(f.x,t) = c,(f,xj)+c, F,F:.t+- c(F,Xj),F;-X,t+± 
seJa'se a opção "a" ainda integrar a carteira no momento "T". 




duas primeiras parcelas do segundo membro da expressão anterior podem ser 
facilmente determinadas, via recurso à fórmula (72). Assim; 






v 2 y 







v 2 y 




^e'0 contrário, a parcela "c, c{F,X,T),Ftt-X,t + - " consiste numa opção sobre outra 
opçào—^ pej0 que ng0 p0(ierá ser avaliada através da expressão (72). Todavia, Geske
223 
edu2iu uma fórmula analítica fechada para o valor de uma opção sobre outra opção cujo 
actlvo subjacente não liberte quaisquer fluxos financeiros durante a vigência de ambos os 
Contratos, a saber; 
.224 
S'-x2 ]-^2 •
e"rr" •^2 \-v-^A ~(7'^'4T/r -xre'^ -v-Jh) 
222 .   
223p 0P<fões sobre opções são habitualmente designadas por "compound options". 
q es'ce, R., "The Valuation Of Corporate Liabilities As Coumpond Options", Journal of Financial and 
çA>lt"at've Analysis, Novembro de 1977, pp. 541-52; e Geske, R., "The Valuation Of Compound 
224p0ris '• Journal of Financial Economics, 7, 1979, pp. 63-81. 
orrnula de Geske para opções "on the spot". 
184 
sendo, 
t s data de avaliação; 
Tj = data de vencimento da "coumpond option"; 
Tz s data de vencimento da opção subjacente (com Tj > 7j); 
r, = 7j - / = tempo em falta para o vencimento da "coumpond option"; 
= 7^ - / = tempo em falta para o vencimento da opção subjacente; 
-V, = preço de exercício da "coumpond option"; 
Xz = preço de exercício da opção subjacente; 
S, = cotação, no momento "t", do activo financeiro225 subjacente à "opção 
subjacente"; 
.V^a) = ftmção densidade acumulada da distribuição normal unidimensional, cora 
um limite superior de integração igual a "a"; 
Nz{a,b-,p) = ftmção densidade acumulada da distribuição normal bidimensional, 
com limites superiores de integração "a" e "b" e com um coeficiente de correlação 
"p"- 




S' s' Hr+o%)-r' 
  r=  com, s;-. Xx=cT(s'XzJ2). 
cr-J r, 
^ra, assumindo que a taxa de juro é constante, então poder-se-ão efectuar as substituições 
•l Çr T T 
" e "5* = Fr* ■e'riTl~T'}" nas expressões anteriores, por forma a adaptar-se a 
fórmula de Geske ao caso das opções sobre futuros: 
c,[c(f-,z2,r2),x1,7;] = 226 
KA-Jy -Xz-Nz Kr* Ar* foi) -xr^-NW-a-^) 
*23 
Sendo que, por hipótese, tal activo não deverá gerar qualquer fluxo financeiro durante o intervalo de 
tempo r .. 
*26p ■ 2 ' 
suh 0rrnU'a ^ (-'es'ce ap^cável à avaliação de "coumpond options" cujo activo subjacente à "opção ente" seja um contrato futuro. 
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sendo. 
t = data de avaliação; 
Tx = data de vencimento da "coumpond option"; 
r, = data de vencimento da opção subjacente (com Ti > 7j); 
Tx = Tx-t = tempo em falta para o vencimento da "coumpond option"; 
r: = 7j - / = tempo em falta para o vencimento da opção subjacente; 
.Vj = preço de exercício da "coumpond option"; 
A", = preço de exercício da opção subjacente; 
F, = cotação, no momento "t", do contrato futuro subjacente à "opção 
subjacente"; 
n. = j= 1 e 
cr-Jr, 
In A ^ + 
cr ■ r, 
cr- J r, 
com. , F': X^cAFC 
^ssim sendo, o valor da opção "c, c{F,XJ),F:-X.t+^ " pode ser determinado 
través da fórmula anterior, atendendo a que X2 = X, Tj = T"
227, Xl = F'-X e 
Tx ^t+l22H. 













Ou seja, r2 = r. 













com, Z7.: F. - X = c . 
t - 
2 2 2 / 
Consequentemente, é agora possível obter uma fórmula analítica fechada para 
C (Z7, X, T), bastando para o efeito retomar a equação 
c!(f.x.t) = c:(f,x,t)+cÍf,f:,i+j 
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Malmente, C* =C?{F,X,T) representa o valor, no momento "t", de uma opção de 
Cornpra sobre futuros, com um preço de exercício de "X" e vencimento no período "T", 
11138 que apenas pode ser exercida nos momentos t+~> t+—■ e T. Para determinar a 
pressão analítica do valor desta opção utiliza-se a metodologia empregue anteriormente, 
Por e<'an^0"se Por notar que o seu perfil de cash flows futuros é idêntico ao patenteado uma carteira constituída mediante: ' 
229 
Pois- U^-N^b-p) = Nz{-a,b--p) 
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a) a aquisição de uma opção de compra sobre futuros, com um preço de exercício de "X", 
Podendo ser exercida nos momentos t  ou T; 
3 
b) a compra de uma opção de compra "europeia" sobre futuros, com um preço de 
exercício de "F':" -sendo, F';: F' -X = C
2 . 
i i 3 
r-f- 
3 
F', X, T 
\ 3 
- e com vencimento no momento 
; e 
c) a venda de uma opção de compra "europeia" sobre a opção referenciada na anterior 
alínea "a", com um preço de exercício de "F* - X" e com vencimento no momento / +—. 
3 3 
Por outro lado, o conjunto de fluxos financeiros futuros gerados pela opção da anterior 
alínea "a" é fielmente copiado por uma carteira assente: 
a') ta aquisição de uma opção de compra "europeia" sobre futuros, com um preço de 
exercício de "X" e com vencimento no momento "T"; 
a2) na aquisição de uma opção de compra "europeia" sobre futuros, com um preço de 
exercício de "F'lt" -sendo, F^: F'2! -X = c 2r Fi.XJ 
\ 
\ 3 
- e com vencimento no 
/ 
fomento r + —; e 
aj) na alienação de uma opção de compra "europeia" sobre a opção descrita na alínea 
"â ]" / . ♦ 2 r 
> com um preço de exercício de ,,F2r - A"" e com vencimento no momento / h . 
T 3 
c 
0nsequentemente, o valor da opção C*{F,X,T) é obtido mediante o desenvolvimento 
^ s®gundo membro da expressão 











0 que permite chegar à seguinte fórmula analítica: 
~e ' . 
+e 3 . 
( \ ^ 1—7 ^ 
^v, h. - X ■ N. /j. - a-j/ I i V/J 
\ 3 v 3 y 
+ 
/ 
F, ■ N2 r'^2ri -^2 h 
\ 3 3 
\ r r 







V 3 3 
-X-1% 'D? 
sendo. 
h. = -'■.yv 
cr-Vr 





. 2 T cr 
com, FF: FF,XJ FF - X = c 2 r 
V 3 
/ \ 
In F' . 
/ F: 
A _ v w 
h 
2 
3 ^ V -> 
com. F ,x,r F - X = C F-. 
\ 3 
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Em síntese, a aproximação polinomial do valor de uma opção de compra "americana" 
sobre ftituros obtém-se mediante a aplicação do seguinte formulário: 
APROXIMAÇÃO POLINOMIAL: 
OPÇÕES DE COMPRA "AMERICANAS" SOBRE FUTUROS DE OBRIGAÇÕES 
c,(F,x,r)5 0,5-c;(F,x,r)-4-c;(F,x,r)+4,5-c,3{F,x,r) 
sendo. 
0][F,X,T) = e-"\Ft-INx[kx)-X-N\hf-aJ~r) 
0*{FyX,T) = e
,t* 
/ >> ( 1—7^ 
F.-TV, K -X-Nl M-rÁ 
\ 2 J V 2 J 
+ 
F, ■ Vj -hz-h-'~rÁ 
v 2 
X-N. a- 
f \ ' 1— 
Ft-
Ni K -X-Nx K-T-J/S 
\ i) v 3 y 
+e 2 
/ 1  r r 
Ft'N2 -hr^tlA- i/K 
-X-/V, 1^/ 
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-A2jA-<7-Vr;A/%,-JK' 
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O" . T. 
e em que, 
F* • F' - X = c 2r * -r ^ ,+2r 
3 3 3 
/ N 
V 3 ; 
Fr: F:-X = c r 
/■»— 




F*: F'-X = C: r ' r 
3 3 
f:,X,T 
v 3 y 
^ nietodologia a utilizar deverá consistir em: 
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1°) estimar as cotações do futuro "criticas"230 -F', F' e F'.- mediante a resolução das 
J 2 ) 
equações (169), (168) e( 167); 
~0) calcular o valor dos parâmetros "h" através das equações (163) a (166); 
j0) determinar o valor das parcelas C,', C,2 e Cf
J. via equações (160), (161) e (162);231 e 
^0) aplicar a aproximação de Geske-Johnson, expressa pela equação (159). 
3.2.2.5.2. Opções de venda "americanas" sobre futuros 
No caso das opções de venda "americanas" sobre futuros a aproximação de Geske- 





P,(F,XJ)= valor. no momento "t", de uma opção de venda "americana" sobre 
futuros, com um preço de exercício de "X" e vencimento no período "T"; 
Dado apenas ser necessário estimar três cotações futuras para o contrato futuro subjacente, este método 
Cie avaliação de opções "americanas" sobre futuros revela-se mais operacional do que os modelos binomial 
0u das diferenças finitas. Pelo contrário, relembre-se que a "aproximação quadrática" do valor de tais 
0PÇòes requer somente a estimação de um preço "critico" para o futuro, razão pela qual é mais fácil de 
do que a "aproximação polinomial". 
A umca dificuldade pratica associada à aplicação das equações (161) e (162) poderá apenas residir na 
0rrna de obtenção de valores para as funções densidade acumulada das distribuições normais 
^ultidimensionais ai presentes, muito embora existam já algoritmos capazes de solucionar facilmente tal 
Problema. A este propósito, vide Drezner, Z,, "Computation of the Bivariate Normal Integral", 
'^"'hemacics of Computation. vol 32, n° 141, Janeiro de 1978, pp. 277-9 e Milton, Roy C., "Computer 
valuation of the Multivariate Normal Integral", Technometrics, vol. 14, n0 4, Novembro de 1972, pp. 
«81.9 
*Com vista a melhorar a qualidade da aproximação, poder-se-ia extrapolar o valor de /^ ( assim como o 
Valor de C,) com base num maior número de pontos. Por exemplo, considerando ainda o valor de uma 
0P9ão (designada por P*) com exercício admissível para os momentos t + —, t + — , t H e T, obter- 
s<s 4 2 4 ,a a seguinte aproximação; 
p.' c+'iyy[p? - p?)-2y(,[p? - f)+y(,\p? - v) 
"tudo, tal procedimento iria necessariamente reduzir a operacionalidade deste método de avaliação 
n ta ver que ter-se-ia de estimar mais uma cotação "critica" bem como trabalhar com a distribuição 
0rthal quadri-dimensional). 
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P? = P*[F,X,T) = valor, no momento "t", de uma opção de venda sobre ftituros, 
com idênticos preço de exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas 
poderá ocorrer no período "T", isto é, trata-se do valor de uma opção de venda 
"europeia" sobre futuros; 
P' = P*[F, X, T) = valor, no momento "t", de uma opção de venda sobre ílituros, 
com idênticos preço de exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas 
poderá ocorrer nos períodos /+— e T; e 
P; = P^iF.Xj) = valor, no momento "t", de uma opção de venda sobre futuros, 
com idênticos preço de exercício e data de vencimento, mas cujo exercício apenas 
, , r 2 r 
poderá ocorrer nos períodos t+-,t +— e T. 
3 3 
Dado estarmos em presença de uma opção de tipo "europeu", o valor de 
P, = P^[F, X,T) pode ser obtido através da aplicação da fórmula (73): 






Relativamente às parcelas P^[F,X,T) e P*[F,X,T), muito embora o seu valor também 
Pudesse ser determinado com base na metodologia desenvolvida anteriormente para as 
0PÇões de compra (ou seja, "a la Roll")233, ir-se-á utilizar o raciocínio elaborado por 
^eske-Johnson aquando da dedução de uma fórmula analítica aproximada para uma opção 
e venda "americana" "on the spot". Assim, o valor de uma opção de venda "americana" 
Sobre futuros pode ser visto como o valor actual dos seus cash flows futuros esperados, os 
^uais apenas ocorrerão (isto é, somente serão diferentes de zero) na hipótese de a opção 
Ser exercida, correspondendo então ao valor de exercício234 da opção no instante em que 
Se verifica o seu exercício. Posto isto, a questão resume-se a determinar o "valor de 
exercicio esperado" para a opção em cada instante anterior à data do seu vencimento para 
233.. ;  
2341? unica diferença situar-se-ia ao nível da constituição das respectivas carteiras de arbitragem, 
'ferença entre o preço de exercício da opção e a cotação do futuro. 
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V 
a hipótese do exercício do contrato ocorrer nesse exacto instante, pois o preço da opção 
será dado pela soma actualizada dessa série infinita de valores de exercício esperados. 
Ora, o "valor de exercício esperado" para a opção num determinado instante é dado pelo 
Produto da probabilidade de o valor de exercício da opção superar o seu valor de 
mercado nesse mesmo instante e de o contrário ter sucedido em todos os instantes 
anteriores, com a diferença entre o preço de exercício do contrato e o valor esperado para 
a cotação do futuro nesse mesmo instante (condicionado à hipótese de a opção não ter 
ainda sido exercida em qualquer instante anterior e denotar um valor de exercício superior 
ao seu valor de mercado no instante em análise). Por seu turno, se designarmos por " " a 
cotação "critica" do futuro subjacente abaixo da qual a opção deverá ser exercida no 
momento genérico "t+9", ou seja, sendo F',: X - = Pl+t){ F',, X ,T), então a 
Probabilidade de o contrato ser exercido num determinado instante não é mais do que a 
Probabilidade de a cotação do futuro ser inferior à cotação "critica" nesse mesmo instante 
e de o contrário ter sucedido para todos os instantes anteriores. 
Com base no raciocínio anteriormente exposto, Geske e Johnson235 conseguiram traduzir 
0 valor de uma opção "americana" "on the spot" numa série infinita de cash flows incertos, 
fórmula essa que pode ser facilmente adaptada ao âmbito das opções sobre futuros 
mediante a consideração da relação (69)236; 
Pl(F.X,T) = X-a1-Fl- CO, 
com. 
= e" -' - A', '-d,(F:.dt)] + 




35Vide Geske, R., e H. Johnson (1984), pp. 1514-15. t 
236S = F -e"9 t 1 f * 
Embora "cox" contenha um numero infinito de termos, apenas se procede à sua descrição até à terceira 
0rdem, visto que a aproximação polinomial utilizada envolve somente três monómios. 
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(02 = . N, 
-N. 




(^.u ■dl).d.,{F^a,2dt],-d:(Fítí, jdlj.p„ , ~P:j, í,s ■ ~Pi,# :,n + 





d2{q, d) = dx{q, 0)- cx-yfd 
Kr- x-K = KXK,xj) 
Po.*=>1% [&>9)™ 
^ssim sendo, o valor de P^F, X,T) obtém-se fazendo dt = ou seja, considerando a 
Possibilidade de exercício apenas nos momentos í e T:240 
J38ldem. 
239nc ^ coencientes de correlação linear entre os diferentes argumentos das diversas funções densidade 
acumulada da distribuição normal correspondem à raiz quadrada do rácio entre os correspondentes 
P^iodos de tempo, uma vez que se admite que a cotação do futuro subjacente segue um movimento 
rowniano geométrico (ou seja, que a cotação futura do futuro subjacente possui uma distribuição 
Snormal). Relativamente ao sinal assumido por tais coeficientes, ele é positivo entre períodos de tempo 
anteriores ao instante em análise e negativo entre o instante em análise e qualquer período de tempo 
^terior. Isto porque, enquanto que o comportamento a evidenciar por parte da cotação do futuro face ao 
^eu n've' "critico" deve ser o mesmo para todos os periodos de tempo anteriores ao instante em analise 
fapassagem da cotação "critica"), já no momento em análise tál comportamento deverá ser antagónico 
Cotaçào do futuro abaixo do seu nível "critico"). 
240' 
^este caso "ty," e "ty2" são apenas constituidos por dois termos, dado que Idt = 2 • — = X. 
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P,2{F,XJ) = 
= e'r':'-N^ -d. 
Í \ 
F;,-] 
l 2 2j • 
« 
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 i ■n 
d. 
f 
l 2 2 
V:,-í 
2 2J. 
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v 2 V 2 
sendo. 
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2 cr-J r 
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\ 
com, F*: X-F] = p r F':,XJ 
2 2 2 v 2 y 
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241 
F: = A'. 
^2 p2 
p ., pois a opção apenas poderá ser exercida na maturidade. 
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Quanto à parcela P^F.X.T), a sua fórmula de cálculo obtém-se fazendo dt = yi, ou 
r 2 r 
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com. Y- F = P
2 F:,xj F. 244 
243 a . 2 r A partir do momento "t H " o exercício da opção apenas poderá ocorrer no seu vencimento, ou seja, 
3 
a tratar-se de um contrato de tipo "europeu" (P*2r = p zP- 
/+— í-f- 
3 3 
244 pj r 
r t ~ P ., visto que após o momento " / +—" restam somente duas oportunidades de exercício da 
'+4 '+4 3 
0p^o (nos períodos "Z1 + —" e T"). 
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Hm resumo, a aproximação polinomial do valor de uma opção de venda "americana" sobre 
futuros obtém-se mediante a aplicação do seguinte formulário (de acordo com a 
metodologia definida para as opções de compra): 
APROXIMAÇÃO POLINOMIAL: 
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X-Nl vJr/2-
hr -Ft-N, -K J / ** - 
\ 2 ) V 2) 
+ 
+e-r-r. X-/V, 
V 2 J \ 2 
p
l
3{F,X,T) = e'r'r'3 
~ 





\ i) \ 3 / _ 
+ 
-r.Zr 
+e 3 X-N, 









V J 3 
com. 
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e em que, 
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3.2.3. Conclusões 
A escolha do melhor modelo de avaliação de opções financeiras sobre futuros de 
obrigações de dívida pública deverá recair, na prática, sobre aquele que fornecer os 
valores mais próximos possível dos preços de mercado de tais contratos. Ora, em 
Portugal, a inexistência de um mercado de produtos derivados (futuros e opções) sobre 
htulos de dívida pública inviabiliza a realização imediata de tal exercício. 
^ão obstante, a descrição efectuada acerca dos pressupostos e do modo de 
outcionamento dos diversos modelos de avaliação, permite confronta-los, desde já, em 
^rmos de consistência teórica (verosimilhança dos pressupostos adoptados) e ao nível da 
sua operacionalidade (capacidade de utilização corrente na vida prática). 
No que concerne às opções "europeias", estas podem ser avaliadas através do modelo de 
^lack-Scholes, do método de Monte Carlo, do modelo binomial ou do método das 
diferenças finitas. De qualquer modo, a avaliação de opções "europeias" sobre futuros 
de obrigações de dívida pública é geralmente levada a cabo com base no modelo de 
®lack-Scholes, dado este ser o único modelo de avaliação assente numa fórmula analítica 
"fechada". 
Relativamente às opções "americanas", constata-se que: 
ri O método de Monte Carlo revela-se inadequado para avaliar opções "americanas" sobre 
duuros de obrigações de dívida pública; 
'O Testes empíricos realizados em mercados estrangeiros permitem concluir que o modelo 
binomial e o método das diferenças finitas oferecem uma boa qualidade de previsão. 
Contudo, tratam-se de métodos de difícil execução prática; 
ll1) A aproximação quadrática sugerida por Barone-Adesi e Whaley é de implementação 
bastante simples; 
■v) A aproximação polinomial sugerida por Geske e Johnson e desenvolvida por Whaley 
'Uostra-se mais operacional do que o modelo binomial e o método das diferenças finitas, 
mas de aplicação mais difícil do que a "aproximação quadrática". 
v) Tanto a aproximação quadrática como a aproximação polinomial parecem apenas 
0fsrecer uma boa qualidade de previsão para opções com maturidade não superior a um 
*no Tal facto encontra-se comprovado empiricamente no artigo de Barone-Adesi, G., e 
E. Whaley (1987, pp. 317), muito embora estes autores tenham trabalhado com opções 
0,i the spot". / 
Posto isto, torna-se possível retirar as seguintes ilações: 
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1) A avaliação de opções "americanas" sobre futuros de obrigações de dívida 
pública e com uma maturidade "curta" (inferior a um ano) pode ser facilmente 
efectuada mediante a utilização da aproximação quadrática de Barone-Adesi e 
Whaley; 
2) Para avaliar opções "americanas" sobre futuros de obrigações de dívida pública 
quando a maturidade dos contratos é "longa" (superior a um ano) é conveniente 
recorrer ao modelo binomial ou ao método das diferenças finitas. 
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3.3. Avaliação de opções financeiras "on the spot" sobre TDP/LP 
3,3.1. Introdução 
Se admitirmos apenas a existência de uma estrutura a prazo de taxas de juro 
horizontal, isto é. se pressupusermos que a taxa de juro (r) é constante até à data de 
vencimento da obrigação, então o modelo de avaliação de opções sobre obrigações 
íorna-se bastante simples; 
a) Opções "europeias" 
a 1) Opções de compra 
c,[D(LlX,T,] = e'1"'1 -max DT[(T,)-X.O] (181) 
a2) Opções de venda 
= g"r r' max 'X-D^Tj.O (182) 
h) Opções "americanas" 
b 1) Opções de compra 
c,[D(r2U,7; = max A(r2)-.v,c,; (183) 
b2) Opções de venda 
P^DiT^XJ,] = max[X-D,(r2),/7f (184) 
sendo, 
t s data de avaliação; 
= data de vencimento da opção; < 
Tz = data de vencimento do TDP/LP subjacente (7j > 7J); 
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Dr (rj = preço do TDP/LP subjacente, na data de vencimento da opção: 
0,(7;)= SCF.-e- r  
7;<*sr, 
com, CFk = cash flow gerado pelo TDP/LP subjacente no período k 
D, (Tj) = preço do TDP/LP subjacente, na data de avaliação; 
0,(0,)= ■ZCF.-e- -ri k-t) rk "t 
Kksr. 
entanto, o modelo de avaliação associado às fórmulas (181) a (184) possui uma 
aderência à realidade bastante reduzida. Isto porque, o pressuposto acerca da 
lnalterabilidade da taxa de juro é contrariado pela evidência empírica e o valor de uma 
obrigação depende, era grande parte, das variações ocorridas ao nível dessa variável. 
facto, a avaliação de opções "on the spot" sobre obrigações é algo complexa, 
exactamente pelo facto de ser extremamente difícil modelizar o comportamento 
estocástico das taxas de juro. 
MS 
3.3.2. Modelo de Black-Scholes 
O modelo de Black-Scholes, não obstante a sua simplicidade e corrente utilização, 
envolve trés problemas ao nível da sua aplicação à avaliação de opções "on the spot" 
sobre TDP/LP, a saber: 
0 Por um lado, este modelo pressupõe que a taxa de juro é constante, o que no caso 
das opções sobre obrigações é algo "forçado" pois, para além de contrariar a evidência 
empírica, como o valor de uma obrigação é determinado pela evolução das taxas de 
juro. tal pressuposto também é contraditório com o comportamento estocástico 
assumido para o valor do TDP/LP subjacente à opção245. Deste modo, a solução 
adoptada para viabilizar a utilização do modelo de Black-Scholes consiste em admitir 
^e a taxa de juro até à maturidade da opção (isto é, a taxa de juro de curto prazo) é 
constante, muito embora haja incerteza acerca da evolução da taxa de juro a partir do 
vcncimento da opção (taxa de juro de longo prazo). De qualquer forma, esta "solução" 
aPenas é aplicável a opções com uma maturidade reduzida. 
n) outro lado, o modelo em análise também admite que a volatilidade do preço do 
activo subjacente é constante. Ora, sendo o activo subjacente uma obrigação, então tal 
||ao acontece, uma vez que a volatilidade do valor de uma obrigação depende da sua 
duration"246 a qual, por seu turno, varia com o tempo em falta para a maturidade do 
titulo247 (iSto é, à medida que a maturidade da obrigação vai ficando mais próxima e 
Portanto a sua "duração" vai diminuindo, a sua volatilidade também diminui248). Com 
efeito, o pressuposto de "volatilidade constante" associado ao modelo de Black- 
Scholes é tanto menos realista quanto mais próxima estiver a maturidade da opção da 
data de vencimento da obrigação subjacente, pelo que, e tal como era relação ao 
Problema anterior, a utilização do modelo de Black-Scholes para avaliar opções sobre 
0brigações apenas poderá ser aceite caso se tratem de contratos cora um prazo 
Aduzido. 
Ul) Finalmente, o modelo de Black-Scholes assume que o preço do activo subjacente 
Segue um processo de difusão continuo designado por processo de ITO. Todavia, 
tratando-se de uma obrigação com cupões, tal pressuposto já não é admissível, uma 
que na data de liquidação de cada cupão o valor da obrigação regista uma redução 
^sca pelo montante do juro vencido. Assim sendo, 
iiil) como este último problema não se coloca ao nível das obrigações de 
cupão zero, então pode-se utilizar o modelo de Black-Scholes para avaliar 
opções de compra "europeias" ou "americanas"249 bem como opções de venda 
"europeias" sobre obrigações de cupão zero de dívida pública ("OCZ/DP"): 
j^^ovimento geométrico browniano. 
Vide Schaefer, S, M., e E. S. Schwartz, 'Time-Dependem Variance and the Pricing of Bond 
^Ptions", The Journal ofFinance, vol. XLII, n0 5, December 1987. 
re'ação entre as noções de "volatilidade" e "duração" de uma obrigação será explanada aquando da 
^■álise do modelo de Schaefer e Schwartz (ponto 3.3.5.). 
248®
em como com as taxas de juro, 
249 ^ o valor da obrigação tende a convergir para o seu valor nominal. 




MODELO DE BLACK-SCHOLES: 
OPÇÕES DE COMPRA "EUROPEIAS" OU 
IÁMERICANAS" SOBRE OCZ/DP 
C,[B,X,T) =C,[B,X,l)=Bt -M^-X-e^ Ah-a-ú 
sendo. 
B 






modelo de black-scholes: 
OPÇÕES DE VENDA "EUROPEIAS" 
JOBRE OCZ/DP 




t s data de avaliação; 
T s data de vencimento da opção; 
T = T-t; 
B, = cotação da OCZ/DP subjacente, na data de avaliação; 
c, = valor actual de uma call "europeia" sobre OCZ/DP; 
C, = valor actual de uma call "americana" sobre OCZ/DP; 
p, = valor actual de uma put "europeia" sobre OCZ/DP; 
r s taxa de juro sem risco; e 
ct s volatilidade da cotação da OCZ/DP subjacente. 
No entanto, há que não esquecer que os resultados fornecidos pelas expressões 
(185) e (186) serão sempre afectados pelo .facto de se assumir que os 
parâmetros "r" e "a" são constantes. 
úil) pelo contrário, no caso das opções sobre obrigações cora cupões, o 
problema da descontinuidade do processo estocástico inerente à cotação do 
activo subjacente deve e pode ser contornado, para opções "europeias", 
mediante a aproximação do valor da opção em análise ao valor de uma opção 
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sobre um contrato forward para a obrigação em causa e com vencimento na 
maturidade da opção150. Isto porque, ao contrário do preço de uma obrigação, 
uma cotação forward é susceptível de seguir um movimento geométrico 
browniano. 
Recordando as fórmulas de Black-Scholes para opções sobre futuros: 
MODELO DE BLACK-SCHOLES: 
OPÇÕES DE COMPRA "EUROPEIAS" 





\n[FjX) + ^U 
cr V7 
(187) 
modelo de black-scholes-. 
OPÇÕES DE VENDA "EUROPEIAS" 
ãOjRE OBRIGAÇÕES COM CUPÕES 
Pt[SyX,T) s e-" ■\-FrN{-h) + X-N[cTjt-h 







S s valor de transacção da obrigação subjacente (ou seja, o seu valor de 
cotação acrescido dos juros vencidos); 
X = preço de exercício da opção, o qual deverá corresponder ao valor de 
transacção251 da obrigação subjacente na data de vencimento da opção 
(caso haja lugar ao seu exercício); 
t s data de avaliação; 
T = data de vencimento da opção; 
t = T-t; 
r 3 taxa de juro sem risco; 
tf = volatilidade da cotação "F"; ' 
P, 3 cotação forward (ou futura) da obrigação subjacente para a data de 
vencimento da opção. Esta pode ser obtida de duas formas, a saber: 
250 
Isto s* através da aproximação ao valor de uma opção sobre futuros da obrigação em causa, visto a 
feclejuro ser suposta constante. 
0r de cotação mais eventuais juros vencidos, à data de vencimento da opção. 
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1) através da cotação de um contrato forward (ou futuro) sobre a 
obrigação em causa e para a data de vencimento da opção, caso tais 
contratos estejam disponíveis no mercado; ou 
2) caso contrário, através da determinação do valor, actualizado para a 
data de vencimento da opção, dos cash flows a gerar pela obrigação 
subjacente a partir de tal data, isto é, fazendo 
F,=(S,-l)-e' (189) 
em que, 
I = valor actual (isto é, na data de avaliação) dos cupões vincendos até 




Jk55 cupão gerado pela obrigação no momento "k"; e 
k = data de geração do k-ésimo cupão, com t < tl e T > tu. 
De facto, embora no ponto 3.2.1.1. a relação entre as cotações spot e íutura de 
um activo que não liberte fluxos financeiros fosse dada pela expressão (69), 
tratando-se de obrigações que gerem cash flows durante o intervalo de tempo 
" r" tal relação passa a ser fornecida pela equação (189). Isto porque, como: 
1) X = /, => c, = /?, 252, sendo 
c, = c^S, X,T) = valor de uma opção de compra "europeia" sobre um 
TDP/LP com cupões; 
P, = P,{S,X,T) = valor de uma opção de venda "europeia" sobre um 
TDP/LP cora cupões; 
X = preço de exercício das opções; e 
/, = cotação, no momento "t", de um contrato forward sobre a 
obrigação subjacente às opções. 
2) c,- p, =3,-1- X-e'n, pela expressão (58); e 
3) = f, sendo 
F, = cotação, no momento "t", de um contrato futuro sobre a obrigação 
subjacente às opções e com a mesma maturidade que o contrato 
forward, 
pois as taxas de juro são supostas constantes253, então, 
X = fl=*cl=P, 
■ C, ~ pi = s, - ! - X-e'" -=>0 = 3, -1 - F, -e^oF, = {3, - l)-en 
^monstração idêntica à efectuada no quesito 3.2,1.1, 
'de demonstração no ponto 3.2.1.1. 
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A título de curiosidade, refira-se que as expressões (187) e (188) podem ser 
igualmente deduzidas mediante a introdução de uma pequena correcção ao 
nível do modelo original de Black-Scholes -equações (72) e (73). Na verdade, 
para avaliar opções "europeias" sobre obrigações com cupões basta substituir 
nas equações (72) e (73) "S," por "S, - / "254, pois; 
c, ={S,-!)-N{h)-e-n-X-N(h-(7-yrr) 
p, =e-rr-X-N(a-y[T-h)-{Sl-l)-N{-h) <=> 
In ( St ~ I 
X 
+ (r  
a-yfr 
Colocando e'n em evidência nas duas primeiras equações e multiplicando 
{Sl - /) por e





{S, -l)-en- N{h) - .V ■ N[h - a-yTv)] 
X-^a-yTr-hj-iS.-O-e" 
In + \ne " + r ■ r + ■ r 
X 2 
CJ-ypr 
Finalmente, atendendo à expressão (189), obtém-se 
Artifício de cálculo semelhante ao que é utilizado para avaliar opções "europeias" sobre acções com 




X • n((7-yTv -h] - F, ■ N{-h) [, como queríamos demonstrar. 
uF,x] + °*-T2 
cr ■/-r 
Por último, é necessário não esquecer que as fórmulas (187) e (188) apenas são 
aplicáveis a opções de tipo "europeu" e que os resultados por elas fornecidos 
serão sempre afectados pelo facto de os parâmetros "r" e "a" serem 
considerados constantes. No que concerne às opções "americanas" sobre 
obrigações, pode-se aplicar o artifício de cálculo exposto anteriormente, 
através dos métodos numéricos desenvolvidos para opções "americanas" sobre 
futuros. Todavia, tal procedimento não só é pouco operacional como também 
não permite contornar os dois pressupostos anteriores. 
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3.3.3. Modelos de avaliação de opções sobre TDP/LP derivados das 
teorias de equilíbrio da estrutura temporal de taxas de juro 
^ grande vantagem deste tipo de modelos reside no facto de permitir abandonar o 
Pressuposto de acordo com o qual a taxa de juro de curto prazo é constante, na 
medida em que consideram um cenário de incerteza associado à evolução de uma ou 
mais taxas de juro mediante a sua sujeição a um determinado processo estocástico255. 
entanto, a utilização destes modelos de avaliação de opções é, normalmente, 
bastante complexa, uma vez que: 
') íais modelos requerem a estimação do processo estocástico seguido pelas taxas de 
juro de curto prazo; 
") tratam-se de modelos que exigem a determinação do preço de mercado do prémio 
de risco de taxa de juro; 
lu) estes modelos requerem a estimação dos preços da obrigação subjacente 
correspondentes às restrições impostas à equação diferencial do valor da opção, na 
l^turidade desta; e 
Iv) regra geral, não é possível obter uma solução analítica "fechada". 
3.3.3.1. Modelo de Vasicek 
^asicek256 pressupõe que; 
') O processo estocástico seguido pelas taxas de juro de curto prazo ("r") é do tipo 
dr = a - {b - r) ■ dt + cr-dZ 
sendo, 
"b" (taxa de juro normal), "a" (velocidade de ajustamento da taxa de juro de 
curto prazo ao seu nível normal) e "cr" (desvio-padrão da taxa de juro de curto 
prazo) constantes positivas; e 
"dZ" um processo de Wiener. 
^rata-se, portanto, de um modelo unifactorial, em que "r" é a variável de estado. 
u) E, o preço das obrigações de cupão zero de dívida pública ("OCZ/DP") bem como 
0 valor das opções sobre estes títulos dependem apenas da variável de estado "r". 
base nos dois pressupostos anteriores é possível deduzir a equação diferencial do 
Va'0r de uma opção sobre OCZ/DP. De facto, designando por V = V(r,t) o preço de 
2^7 7 
256 St0 e' nestes modelos as variáveis de estado são uma ou mais taxas de juro, 
^asicek. O, "An Equilibrium Characterization of the Term Structure", Journal of Financial 
'conomics, n0 5, 1977, pp. 177-88 
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uma opção257 sobre uma OCZ/DP e aplicando o Lema de ITO, resulta: 
dV = ÍL . cT 3' 1 , (*V a[b-r) + — + --cr - 
cr 3 cr 
3' 
■dt + cr dZ c=> 
cr 
V 1 
^dV = u-V-dt + cr —-V-dZ, com u = — 
V V 
ÍL , 3' cT 1 , c*y 
a-(b -r) ■—^- + —r ""tv 
cr ct 2 cr' 
^as, de forma a eliminar quaisquer oportunidades de arbitragem é necessário que 
V 
ji-r = a. • o—<=> 
sendo. 







í •^-r-F = 0 (190) 
^ expressão (190) representa assim a equação diferencial de Vasicek para o valor de 
uma opção sobre OCZ/DP259. 
^uito embora Vasicek apenas tenha desenvolvido uma solução analítica da equação 
^terior para o valor de uma OCZ/DP, Jamshidian260 demonstrou que: 
') E possível obter, para a equação diferencial (168), soluções analíticas relativamente 
stmples e associadas ao valor de opções "europeias" sobre OCZ/DP261. 




eJa uma opção de compra ou de venda e de tipo "europeu" ou "americano". 
^ parâmetro "X" mede o rendimento adicional exigido pelos investidores de forma a compensa-los 
Pelo i 
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1 'nvestimento num activo com risco. 
Mais genericamente, traduz a equação diferencial do valor de uma OCZ/DP ou do valor de um seu 
SfVer produto derivado (nomeadamente, do preço de uma opção). 
•lamshidian, F , "An Exact Bond Option Formula", The Journal of Finance, vol. XLIV, n0 1, 1989, 
PP -05-209 
Pi» opçoes "europeias" sobre TDP/LP com cupões mas que não gerem cash flows durante a 
ÍJgència do contrato. 
^ois, o activo subjacente é uma OCZ/DP e portanto não gera fluxos financeiros durante a vida da 
°P<;ào. 
263,. ver demonstração na página 206 do artigo supracitado. 
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MODELO DE VASICEK / FÓRMULA DE JAMSHIDfAN: 
OPÇÕES DE COMPRA "EUROPEIAS" OU 
MM ERIC AN AS" SOBRE OCZ/DP 
c{B,XJ^CXB<X,T^=VnE(rAX)-N{lí)-EÍyr,tJ^X-N[h-ah) 
sendo. 












t = data de avaliação; 
7j = data de vencimento da opção; 
T2 = data de vencimento da OCZ/DP subjacente (7j > 7j); 
Vn = valor nominal da OCZ/DP subjacente à opção; 
B{rj,T2) = cotação, na data de avaliação, de uma OCZ/DP com vencimento 
no momento 7j e de valor nominal unitário; 
B{rj.T^) = cotação, na data de avaliação, de uma OCZ/DP com vencimento 
na maturidade da opção e de valor nominal unitário; 
X = preço de exercício; 
cf(5, .V,7j) = valor, na data de avaliação, de uma opção de compra "europeia" 
sobre OCZ/DP; e 
Ct[B,XJx) = valor, na data de avaliação, de uma opção de compra 
"americana" sobre OCZ/DP. 
^ratando-se de uma put "europeia", a obtenção do seu valor de equilíbrio decorre da 
aPlicação do teorema da paridade put-call264; 
í 
Adaptação da expressão (56) a um cenário de taxas de juro estocàsticas. 
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MODELO DE VASICEK / FÓRMULA DEJAMSHIDIAN: 
OPÇÕES DE VENDA "EUROPEIAS" SOBRE OCZ/DP 
pMxjJ = B{r,tj,yx-N(at 
sendo. 
h = —.\n 







No 9ue concerne às opções "americanas" sobre OCZ/DP, a equação diferencial (190) 
lerá de ser resolvida, sujeita às restrições apropriadas, através de métodos numéricos. 
É possível generalizar as soluções analíticas anteriores, relativas a opções 
europeias" sobre OCZ/DP, para valorizar opções "europeias" sobre carteiras de 
0CZT)P. 
^sto porque, como qualquer obrigação é uma função decrescente da taxa de juro ("r"), 
entào uma opção sobre uma carteira de obrigações de cupão zero é equivalente a uma 
Arteira de opções sobre cada uma das obrigações de cupão zero (mas obviamente, 
Para diferentes preços de exercício). Assim, a avaliação de uma opção "europeia" 
sobre uma carteira de OCZ/DP é feita mediante a avaliação de um conjunto de opções 
tropeias" sobre diversas OCZ/DP com diversos preços de exercício, isto é: 
O valor de uma opção "europeia", com um preço de exercício "X" e 
maturidade no período "Tj", sobre uma carteira de OCZ/DP que gere um 
fluxo financeiro "Vnk" nos momentos "tk" (com ^ > 7j e 1 < k < n) é 
dado pela soma do valor de "n" opções "europeias" sobre OCZ/DP, com 
maturidade no período "tk" e com um preço de exercício "Xk" tal que: 
= /!(;•*, 7j,/A) paral<k<n (193) 
265, 
com. X = yVn B{ »' '*) 265 (194) 
O Parâmetro "r*" traduz a taxa de juro para a qual o valor da carteira de OCZ/DP subjacente, na 
. Aridade da opção, coincide com o preço de exercício desta última, isto é, corresponde ao nível de 
l^ta de juro a partir do qual ocorre o exercício da opção. 
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Tratando-se de uma opção de compra, o seu valor é dado por: 
*=1 
(195) 
em que, ct[B, Xk,tk) é obtido através da aplicação da fórmula 
(191), considerando um valor nominal unitário, e "D" representa 
o valor da carteira de OCZ/DP subjacente à opção. 
Para calcular o valor de uma opção de venda, basta aplicar o teorema da 
paridade "put-call"266: 




Note-se que os resultados anteriores -fórmulas (193) a (196)- são igualmente 
aplicáveis a opções "europeias" sobre obrigações de dívida pública com 
cupões, uma vez que uma obrigação com cupões pode ser concebida como 
tratando-se de uma carteira de "obrigações de cupão zero" (cujos valores 
nominais correspondem a cada um dos fluxos financeiros libertos pela 
obrigação subjacente, após a maturidade da opção). Para tal, basta considerar 
que "Vnk" traduz o fluxo financeiro gerado pela obrigação subjacente no 
período "tk" (com tk>Tx q l<k<n), que "D" representa o valor da obrigação 
subjacente e que a fórmula (196) consiste numa adaptação da equação (58). 
Adaptação da fórmula (56) a um cenário de taxas de juro não determinísticas. 
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3.3.3.2. Modelo de Cox, Ingersoll e Ross (Modelo CIR) 
Cox, Ingersoll e Ross:67, no contexto de uma teoria de equilíbrio geral, admitiram que 
0 processo estocástico seguido pelas taxas de juro de curto prazo seria do seguinte 
tipo: 
dr = a+ <7-Jr -dZ 
sendo, 
"b" (taxa de juro normal), "a" (velocidade de ajustamento da taxa de juro de 
curto prazo ao seu nível normal) e "a" (desvio-padrão da taxa de juro de curto 
prazo) constantes positivas; e 
"dZ" um processo de Wiener. 
Consequentemente, a equação diferencial fundamental do valor de uma OCZ/DP 
Representado por "B"), ou de um qualquer seu produto derivado, é dada por268: 
5, + [ a ■ (6 - r) - A • o-• V7 ] • 5r + - • cr ■ r • 5^ - r • i5 = 0 (197) 
entanto, estes autores limitaram-se a deduzir uma fórmula analítica para o valor de 
utna OCZ/DP269 
sendo. 
B{rjj) = a{tj)-e'lh-nr (198) 







Hr-')-l + 2/ 
{/+a + À)- 




J. C., J. E. Ingersoll, e S. A. Ross, "A Theory of the Term Structure of Interest Rates", 
26snometr'ca- vo1- 53. n" 2. 1985. PP- 385-407. 
269®
asta aplicar a mesma metodologia empregue para deduzir a equação diferencial de Vasicek. 
Cox,! C., J. E. Ingersoll, e S. A. Ross (1985), pp. 393, 
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e uma solução analítica unicamente para o valor de uma call "europeia" ou "americana" 
sobre uma OCZ/DP270; 
modelo cir: 
OPÇÕES DE COMPRA "EUROPEIAS" OU "AMERICANAS" SOBRE 





B{r,t,T,)Xx'- 2r*-{^+ i//); 
Aab ifi-r-e*' 
riTt-t) 
cr1 ' <f>+ y/ 
sendo. 
7^ = data de vencimento da opção; 
D s data de vencimento da OCZ/DP subjacente; 
B(r,t,T2) = valor, no momento "t", da OCZ/DP subjacente à opção, obtido 
através da fórmula (198); 
B{rj,Tx) = valor, no momento "t", de uma OCZ/DP cora vencimento na 
maturidade da opção e de valor nominal unitário, obtido mediante a fórmula 
(198); 
X s preço de exercício da opção; 
_ j| ' 
ys = [a + À. + y)jo? ; 
«(7;,r2) 
x •271 
JTv) = função distribuição qui-quadrado não-central. 
obstante, Hull e White272 aplicaram ao modelo CER uma versão modificada do 
^todo das diferenças finitas explícitas, permitindo assim obter soluções numéricas 
Para o valor de opções de compra e de venda, "europeias" ou "americanas", sobre 
CZ/DP ou sobre obrigações de dívida pública com cupões: 
-70r 
27i X' ^ ^ Ingersoll, e S. A. Ross (1985), pp. 396. 
'sto é, "r*" traduz a taxa de juro critica abaixo da qual ocorre o exercício da opção, ou seja, 
:72 X = B{r*,TvTí). 
^"11, J., e A. White, "Valuing Derivative Securities Using the Explicit Finite Difference Method", 
0l'nial of Financial and Quantitative Analysis, vol. 25, n0 1, 1990, pp. 87-100. 
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a) Avaliação de opções sobre OCZ/DP 
Io) avaliação da OCZ/DP subjacente 
O primeiro passo consiste em determinar o valor da OCZ DP subjacente, através do 
niétodo das diferenças finitas explícitas271. 
Ora, sendo 
dr = a-{b - r) -dt + a-yfr -dZ 
e conveniente definir uma nova variável de estado -(j)- cujo desvio padrão instantâneo 
seja constante, isto é. aplicando o Lema de ITO a 
(f)= vem 
d(j)=z c<p , \ C(() 1 cr<f) , 
cr ci 2 cr' 
■dt+ — -a-y[r -dZ 
cr 
o v 
e portanto <f{r,t) deverá ser tal que cr-Vr seja constante. Nesse sentido, Hull e 
cr 
White sugerem a seguinte transformação: </>= -Jr .274 
Todavia, num mercado neutral face ao risco verifica-se que 
dr = [a - {b -r) - <j-u-r^-dt + a-yfr -dZ, 
sendo "u-yfr" o preço de mercado do prémio de risco, e consequentemente 
d<p = q -dt + v-dZ, 
em que 
v = oZ 
<7 = —\=-\a-(b-r)-<y-u-A + Q+—- ^—j= 




4ab- cr é / \ 
= (a + <j-u) 
%(p 2 
como (j) pode assumir qualquer valor positivo, então "q" não é limitado e portanto 
a transformação operada anteriormente não assegura, por si só, que a solução estimada 
SeJa convergente. Deste modo, Hull e White propõem ainda uma outra alteração ao 
Método das diferenças finitas explícitas275, a saber: 
Dado tratar-se de um método mais simples do que o método das diferenças finitas implícitas. 
274D f â<f) \ Õt}) r rr/ ■ "c tacto, como — = —-7= então cr-vr = % e constante. 
273 cr 2dr dr /L 
Hull, J., e A. White (1990), pp. 93-96, 
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1 + • A/ + Pj'J' + Pj J*x ' ] 
j = 1,2,...,/> - 
i = 0,1,...,/» 
5:.= -2 . '[/V» ' ^i+l.» + Z7».! ' ^i+l,l P*.2 ' ^i+l.l] 
1 + ^ • Aí 
i = 0,..., 
B = .2 . " [Z7/.^.-! ' Pn,n-l ' Bi+Un-t Z7™^ ' ] 
l + ^-Aí 
1 = 0,..., 
sendo 
B = = valor nominal da OCZ/DP subjacente, para j = 0,...,» 
^-2 
.. . • E(t)E(4,)\v'.Al J + /-(1 + 2/) H r-H r- 
7 J A^ A^ /S.<j> 
p 2y-£(^) v2 - Aí 
W ^ AjS1 A^2 
2.2+1 
A^ A^ A^ 
^At _ 1 
~3 
3 incremento associado à evolução da variável (J)t 
'Pj -+y ■ A^, 7 = 0,1,...,» 
com, 
-<23 + ^«3 + 4-^ -a^ 
2-a. 
» r« 
aj +-y/aj + 4 • a, • a2 
2-a2 
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Aab-o* I / \ Ad^ 
a   . a =—.)a + cr-«) ; a, =—— 
8 2 2 3 2-A/ 
A/ = incremento associado à evolução da variável t: 
í,. =/,+/• Aí, / = 
com, 
s momento actual; 
_ data de vencimento da OCZ/DP subjacente. 
2o) avaliação da opção 
Tratando-se de uma opção de compra ("europeia" ou "americana") sobre uma 
OCZ/DP, o seu valor actual é calculado da seguinte forma; 
0 em primeiro lugar, determina-se o seu valor na maturidade (momento "T"), através 
da condição 
cT = CT = max^j. - ,0); 
u) em seguida, prossegue-se através de um processo iterativo, até i = 0, mediante a 
utilização do modelo descrito anteriormente -fórmulas (200) a (205). 
Se o objectivo for avaliar uma opção de venda "europeia" sobre uma OCZ/DP, há 
apenas que modificar a condição terminal para 
pT - max(/V-5r,0). 
No caso de uma opção de venda "americana" sobre uma OCZ/DP é também necessário 
""Por, em cada nó (ij) da grelha de avaliação, a observância da seguinte condição de 
e)íercício antecipado: 
P > X-B ij - IJ • 
Avaliação de opções sobre obrigações de dívida pública com cupões 
^ara este tipo de opções a metodologia de avaliação é em tudo semelhante à descrita 
auteriormente, havendo apenas que proceder a uma ligeira alteração das expressões 
(200), (201) e (202), por forma a contemplar o pagamento contínuo, por parte da 
^rigação subjacente, de um cupão de "J": 
B 
l+ </>]■ Aí 
{Pjj-i ■ BI+IJ-Í + PJ,J ' BÍ+UJ + PJJ+X ■ BI+I,j+I + ^' Aí 
y- 1,2,...,ai 1 
/ = 0,l,...,m 
(206) 
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B - ' 
~ l+ </>;■ At 
Pt.*' Bi+Ut + Ptj ' Pt.2' + J' At"^ 
i = 
B = 1 
1 + ^-A/ 





3.3.3.3. Modelo de Courtadon 
Georges Courtadon276 desenvolveu um modelo de avaliação de opções sobre TDP/LP, 
mediante a sujeição da evolução das taxas de juro ao seguinte processo estocástico: 
dr = a - {b - r) ■ dt + a■ r ■ dZ 
sendo, 
"b" (taxa de juro normal), "a" (velocidade de ajustamento da taxa de juro de 
curto prazo ao seu nível normal) e "cr" (desvio-padrào da taxa de juro de curto 
prazo) constantes positivas; e 
"dZ" um processo de Wiener. 
Com base no processo estocástico anterior277, este autor concluiu que as equações 
diferenciais fundamentais, às quais deve obedecer o valor do TDP/LP subjacente - 
designado por D(r,t,T)278- e o valor -representado por V^D^T)279- de qualquer 
0pçào sobre TDP/LP (seja ela de compra ou de venda, de tipo "europeu" ou 
'americana), são as seguintes: 
-r2 -D^+frt•(/>-/•)-T-cr-r]-Dr-r-D +D, + 7 = 0 280 ( 209) 
Ajeito a, 
D[rJ2J2) = \ 
D[CCJJ2) = 0 
com, T2 = data de vencimento do TDP/LP subjacente 
■cr -r1 +[a•(/>-/•)-A-o-T]-Lr-r-L+L, =0 (210) 
O que vai diferenciar o valor dos diversos tipos de opções sobre TDP/LP são as 
restrições impostas à equação diferencial (188): 
Courtadon, G., "The Pricing of Options on Default-Free Bonds", Journal of Financial and 
Qjontnaíive Analysis, vol. XVII, n0 1, 1982, pp. 75-100. 
U seguindo uma metodologia semelhante à descrita aquando da dedução da equação diferencial de 
Vasicek. 
, no momento "t", de um TDP/LP com vencimento no período "T". 
Valor, no momento "t", de uma opção sobre um TDP/LP, com vencimento no período "T" e um 
Pu-Ço de exercício de "X". 
pt J representa o cupão continuo liberto pelo TDP/LP subjacente. 
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a) Opção de compra "europeia" = ct[D, X,T)\ 
~'cr-r:-c)T,+[a-(ô-r)-À-o-'r]-cr-r-c+cf=0 (211) 
sujeito a. 
ct[D. .V,7;) = niax[Z){r,7;,ri)-.V,0] 
Jimc,(A^,7;) = 0 
com, TJ s data de vencimento da opção. 
b) Opção de venda "europeia" = p^D, X, T): 
^-cr-r2 •/7fr+[a-(/í)-r)-/l-o--r]-/7r-r ■/? + /?, =0 (212) 
sujeito a. 
Pt\d, .v,/;) = max[-V - D(r, t;, r2),o] 
jim/7,(D,.V,7;) = 0 
c) Opção de compra "americana" = C.(D,XJ): 
~-cr.r!.C,+[o-(4-r)-Â-<T-í-].C,-r.C + C, =0 (213) 
sujeito a. 
CT{D.XJt) = imx[£)(r,7;,T,) - X,0] 
BmCl(D,.r,7;) = 0 
CI(D,A',7;) = iiiax[£)(r,/,r!)-A',c,] 
Opções de venda "americanas" = pXd.xjY. 
1 
.r:.J0T+[a.(ò-r)-/(-c7-r]-Pr-r-P+^ =0 (214) 
Sujeito a, 
Pri(D.vV,7;) = max[,V-D(r,7j,r2),0] 
lim Pt{D,XJi) = X r—*+<o 
P.iD.X.Tj^maxlX-DirJjJ.p,] 
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Infelizmente, nenhum dos quatro modelos anteriores possui solução analítica, apenas 
podendo ser resolvidos via recurso a métodos numéricos. 
Courtadon:si fornece um método geral de resolução dos quatro problemas anteriores, 
designado por "método de eliminação de Gauss"282, tendo para o efeito que proceder à 
seguinte substituição: 





i-lV +s4-W ; e rr y ' 
então, a equação diferencial (210) passa a ser dada por; 
frri.,ri.(l-,v)2.^ + cr -(l-.y)2 -y-a-ô-y2 +(a-/t,-<j)-(l-y)-5 ■W- 
M-.ó 
v .v j 
■ w+w,=o 
Posto isto e tal como na transformação efectuada no modelo CIR por Hull e White, 
Pnmeiro há que obter o valor da obrigação subjacente (através do método das 
diferenças finitas) para cada um dos pontos da grelha de avaliação. Em seguida (e 
través do método das diferenças finitas) obtém-se o valor da opção para cada um dos 
nós" da grelha de avaliação. 
j^Courtadon, G., (1982), pp. 82-86. 
No fundo, trata-se de uma versão implícita do método das diferenças finitas. 
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3.3.3.4. Modelo de Rendleman e Bartter 
R-endleman e Bartter281 adoptaram uma metodologia de avaliação de opções sobre 
obrigações "em dois estados", mediante a sujeição dos movimentos estocásticos da 
taxa de juro de curto prazo ("r") -num cenário de neutralidade face ao risco- a um 
movimento geométrico browniano: 
dr = {m- X-a)-r -dt + a-r -dZ 
sendo. 
m (taxa de crescimento esperada para "r"), X (preço de mercado do prémio de 
risco da taxa de juro de curto prazo) e a (volatilidade de "r") constantes; e 
dZ um processo de Wiener. 
Conforme se irá verificar, trata-se de um modelo bastante mais simples do que os trés 
anteriores, muito embora a aplicabilidade de um movimento geométrico browniano à 
svoluçào das taxas de juro seja algo duvidosa. 
qualquer modo, a metodologia proposta por estes dois autores obedece ao seguinte 
algo ritmo; 
^0) Determinar a estrutura temporal de taxas de juro de curto prazo 
^ sste propósito, Rendleman e Bartter pressupõem que; 
a) Em cada momento, a taxa de juro de curto prazo (isto é, a taxa de juro a ura 
Periodo)284 pode apenas assumir um de dois valores, dado o valor assumido no 
Período anterior, ou seja, 
''■+|=:j j' com, / = 1: ti+l=tl+i-At 
Ví+I 
sendo, 
tl = data de avaliação; 
t„ = data de vencimento da obrigação subjacente à opção; e 
A/ = período de tempo considerado. 
^al significa que, no período "i+l", a taxa de juro de curto prazo ou sobe para 
assumindo o estado "u"285, ou então desce para assumindo o estado "d"286. Daí o 
fa«o de este método ser designado por "avaliação em dòis estados". 
P Rendleman. R. J,, e B J. Bartter, "The Pricing of Options on Debt Securities", Jouma/ of 
^onciai ancj Quantitative Analysis, vol. XV. n
0 1. 1980, pp. 11-24. 




b) O rácio das taxas de juro de curto prazo, para dois períodos de tempo consecutivos, 
é constante para ambos os estados considerados, isto é, 
sendo, 
-u s rácio das taxas de juro de curto prazo entre dois períodos consecutivos, para o 
estado "u"; e 
-j = rácio das taxas de juro de curto prazo entre dois períodos consecutivos, para o 
estado "d". 
então. 
r . = r -r 
r-'=\ " ' com./ = 1,.1; t .= t.+i-At i+\ 
c) As probabilidades de ocorrência dos dois estados permanecem constantes ao longo 
do tempo, sendo 
9 s probabilidade de ocorrência do estado "u"; e 
' - 0 s probabilidade de ocorrência do estado "d". 
Portanto, 
zu-ri com probabilidade ^ r = i+i em que,/ = 1; t^=t.+i-At 
Zj-r, com probabilidade 1 -19 ' 
Atendendo aos pressupostos enunciados, a determinação da estrutura temporal de 
taxas de juro de curto prazo é feita do seguinte modo: 
1.1) A taxa de juro actuai (spot) de curto prazo (ou seja, a taxa "r,") 
corresponde à "yield to maturity" de uma OCZ/DP com maturidade igual 
a ura período de tempo; 
1.2) As taxas de juro de curto prazo dos períodos de tempo seguintes 
(taxas forward) são obtidas com base na seguinte fórmula de recorrência: 
r = r ■ 'j'1 ■ 7i~i Í.j MS, zd 
i = 2,3,...,n 
/ = 1 2 i J l) í 
sendo. 
(216) 
j = número de subidas registado pelas taxas de juro de curto prazo até ao 
período e 
= conjunto de taxas de juro de curto prazo admissível para o período "tl 
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Na verdade, a prossecução das etapas 1 . 1 e 1.2 equivale à construção de uma "grelha 
de taxas de juro de curto prazo: 
L L t, t t . 
=u 'r\ < r =- .r =r ■~
J . J'+>W7>l) 
"u ÍJ i "u "J 
r. < i. < 
<   _   ^y-l ^(1 •+• I) — i + \,j "d ^i.j ~u " J 
Todavia, a construção de tal "grelha" requer o conhecimento prévio de "ra", ":d" e 





pelo que, no fundo, o modelo de Rendleman e Bartter requer somente a estimação de 
dois parâmetros, a saber: "{m- X- a)" e "a"288. 
Com efeito, como 
dr -{m- À-o) r dt + cr-r-dZ com dZn A^O, Vãv), 
aPHcando o Lema de ITO à transformação G{rj) = Inr vem 
Vide Hull, J., Optiorts. Futures, and Other Denvative Securities, Prentice-Hall International 
gtions. pp. 268. 
Para o efeito, poder-se-á: 
' 1 arbitrar valores, 
- ) aplicar o modelo; 
^ ) comparar os valores estimados para a obrigação subjacente e para a opção com os seus preços de 
Arcado; 
1 corrigir os valores dos parâmetros e repetir os passos (2) e (3) até que os valores estimados pelo 
Modelo coincidam com os preços de mercado. 
= e <T'\ Sj 
zd — e 
-cr-v A/ 
9- 




. r, / 
/ \ 
In — 
l r. J 
! m-Á-rrl-tir 
e e 
{m-X-0)-0*/ ■dt + cr-í/Z, 
VAR 
/ \ 
^t+ih lim-X-crVíb 1 = e ■( 
. r 
Por seu tunio. a aplicação das fórmulas (217), (218) e (219) permite validar a 
condição 
Todavia, tais fórmulas não asseguram a convergência do segundo momento das duas 
distribuições, isto é, nada garante que 
(m-A-rr)-A/ 2 :( ti-Arrl-A/ | rr-\l .) 
e = e ■\ ^ -Ij 
-0) Determinar a "grelha" de preços futuros da obrigação subjacente à opção289 
Tal é facilmente conseguido mediante a aplicação da seguinte metodologia: 
2.1) Começa-se por considerar o valor da obrigação subjacente na sua 
maturidade, onde 
(220) 
Di J = valor da obrigação subjacente, no período "ti" (j = 1,...,/); e 
Vn = valor nominal290 da obrigação subjacente. 
2.2) E prossegue-se, até à data de avaliação, por ordem cronológica 
inversa e através do processo iterativo dado pela fórmula seguinte: 
D = Vn Í1W 
/ = l,...,/i 
sendo. 
D,. = e-'".[g.D,„.„+(\-é)- + C/5,.] 
s^ndo. 
/ = 1,2,1 
j= 1,2,...,/ 
(221) 
CFt^ = cash flow gerado pela obrigação subjacente, no período 
*89» 
'"o e, calcular o valor da obrigação subjacente em cada "nó" da "árvore" de taxas de juro de curto 
Pra2o 
^Op, " 
c^t parcela do valor nominal a reembolsar, caso o reembolso da obrigação, por dedução ao valor 
notninal, não seja integralmente feito na sua data de vencimento. 
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3o) Determinar o valor da opção 
Mais uma vez. 
3.1) Começa-se por determinar o valor da opção na maturidade desta, o 
qual corresponde ao seu valor intrínseco. 
3.1.1) Opções de compra ("europeias" ou "americanas") 




tn. = data de vencimento da opção; e 
X = preço de exercício da opção. 
3.1.2) Opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
Pn-j = P*j = max(x- D^jyO) 
j — 1,..., /t1 
(223) 
3.2) E prossegue-se, até à data de avaliação (momento ,V1"), por ordem 
cronológica inversa e comparando, em cada momento, o valor associado 
ao modelo com o valor de exercício da opção291. 
3.2.1) Opções "europeias" 
3.2.1.1) Opções de compra 
c,,. = max{o,e"vA' + (1 - 0)• c(.+li.]} 
(224) 
/= l,2,...,/i*-I 
y = 1,2,...,/ 
251 
Ou seja, o lucro resultante do exercício imediato da opção. 
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3.2.1.2) Opções de venda 





• • .»' 
3.2.2) Opções "americanas" 
3.2.2.1) Opções de compra 
Cy = maxfoy - X,*-** +(l - 
i = l,2,...,/i*-l 
j = 1,2,...,/ 
3.2.2.2) Opções de venda 
P., = max[x- D.j.e"""■[<?■ +(l - fl) ■ Prtw]} 
i = l,2,...,/i*-l 





3.3.3.5. Modelo de Ho e Lee ("Modelo AR":v:) 
3.3.3.5.1. Pressupostos 
O modelo de avaliação de opções sobre obrigações de Ho e Lee:93 assenta nas 
seguintes premissas: 
0 Não existem custos de transacção e todos os activos são perfeitamente divisíveis; 
11) A vida da obrigação subjacente à opção é subdividida em "n" subintervalos de 
tempo com uma duração "àt", isto é. 
t, —/„+/• A/, / = 0.1 // 
sendo, 
tn = data de avaliação; e 
tn = data de vencimento da obrigação subjacente à opção. 
l11) O mercado de obrigações é completo, ou seja, existe uma "obrigação de cupão 
zero" para qualquer maturidade "k"294, sendo 
£ = 0,1, 
Em cada período de tempo "ti" existe um número finito "j" de "estados do mundo", 
tal que 
7 = 0,1 / 
"D,j[k)" representa o valor, no período "t" e para o "estado" "j", de uma 
^rigação de cupão zero com um valor nominal unitário e com um tempo em falta para 
a maturidade de "k /St" períodos (com k = 0,)295, sendo designado por função 
de desconto. Cada função de desconto descreve completamente a estrutura temporal 
taxas de juro vigente em cada período e para cada "estado", devendo para o efeito 
0^edecer às seguintes condições: 
Arbitrage.frge interest rate movement model. 
' Lj 
< ir' ^ ^ ' e ^ '-ee• "^erm Structure and Pncmg Interest Rate Contingent Clainis", The Journal 
%i'na'1ce- vo1 XLI, n0 5. 1986, pp. 1011-29. em como para qualquer classe de risco. De qualquer forma, como a análise está focalizada nas 
txoes sobre TDP/LP, então esta implícita a consideração da classe de "nsco zero" (obrigações 
^tidas pelo Estado). 
1110 e, com vencimento no período "tk 
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vl) Di j{k) > O296, com 
/ = 0,1 n 
j = 0.1 / 
k = 0,1, 
\'2) D ^0) = 1:97, com 
/ = 0,1,...,// 
J = 0,1,...,/ 
v3) lim D, {^) = 0:98, com 
/ = 0,1,...,// 
7 = 0,1,...,/ 
A evolução de toda a estrutura a prazo das taxas de juro (ou seja, das funções de 
^sconto) obedece a um processo binomial. Assim, no momento de avaliação (/0) a 
estrutura temporal de taxas de juro -D00(£), ^ = 0,1,...,//- é conhecida
299. No 
Período seguinte, poderão vigorar duas estruturas temporais de taxas de juro 
diferentes: uma com probabilidade de ocorrência " tt" e outra com probabilidade de 
ocorrência " 1 - tt"300. Decorrido mais um período, cada uma destas duas estruturas 
Pode dar origem a mais duas estruturas temporais de taxas de juro, e assim 
socessivamente. 
para que a evolução da estrutura a prazo de taxas de juro obedeça a uma "grelha" 
"lomial, Ho e Lee tiveram de restringir tais movimentações assumindo que as funções 
dc desconto apenas dependem do número de movimentos num determinado sentido e 
nao da sequência em que esses mesmos movimentos ocorrem301. Deste modo, para 
Cada período de tempo (r(), para cada "estado" (j) e para cada maturidade (k), a 
estrutura temporal de taxas de juro -Dl ^k)- pode, no período de tempo seguinte, dar 
0ri8em a duas estruturas temporais, a saber; 
;<,7 Valor de uma "obrigação de cupão zero" nunca poderá ser negativo 
Ma data de vencimento, o valor de uma "obrigação de cupão zero" corresponde ao seu valor 
íox"1"13''neste caso e P01, hipótese, unitário). 
valor actual de uma "obrigação de cupão zero" perpétua é nulo 
3oo« es<k clue se verifique o pressuposto (iii). 
3o, ^ e designada por probabilidade binomial implícita 
st0 é, um movimento em sentido "positivo" seguido por um movimento em sentido "negativo" 
u2 sempre igual efeito sobre a estrutura a prazo das taxas de juro do que um movimento em 
^ ido "negativo" seguido por um movimento em sentido "positivo", quaisquer que sejam as noções 
Positivo" ou "negativo". 
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com probabilidade ti 
D„J com probabilidade I - m 
R-epetindo iterativamente o raciocínio anterior é então possível construir uma "árvore" 





D. Jk 2.0 
Em suma. Ho e Lee modelizam a evolução da estrutura temporal de taxas de juro no 
seu conjunto e não os movimentos de uma única variável102. 
3.3.3.5.2. Funções de perturbação: h(k) e h*(k) 
Eara modelizar a evolução da estrutura temporal de taxas de juro, a questão reside em 
saber como obter"Di+l j+l(k)" e "DM J{k)" a partir de "Di ^k)". Determinando-se tais 
fórmulas de recorrência, tomar-se-à fácil descrever a evolução da estrutura temporal 
óe taxas de juro. pois bastará partir do conhecimento detido sobre " D00(^)". 
Com esse objectivo, designe-se por "/^A)" a função de desconto a prazo implícita 
na estrutura temporal de taxas de juro vigente, isto é, seja 
Caso 
dete 
a estrutura temporal de taxas de juro estivesse sujeita a movimentos 
nninisticos, então as duas funções de desconto do período seguinte teriam de ser 
'Suais entre si e idênticas à função de desconto a prazo implícita à estrutura temporal 
e ^xas de juro em vigor no momento actual, para um determinado "estado", isto ê. 
302 
contrário do que acontece, por exemplo no modelo de Rendleman e Bartter. 
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o,,U + 0 
D..,M) = Fjk) = 
P,,(<: + l) 
D,,,(l) 
No entanto, a estmtura temporal de taxas de juro encontra-se sujeita a perturbações 
estocásticas, pelo que não é possível garantir a verificação das duas condições 
anteriores. Assim, sendo 
h(k) s desvio entre a função de desconto e a função a prazo implícita, caso 
ocorra uma perturbação estocástica "positiva" (com probabilidade "tc"); e 
h*{k) = desvio entre a flinção de desconto e a função de desconto a prazo 
implícita, caso ocorra uma perturbação estocástica "negativa" (com 
probabilidade " I-ti") 
então, e de forma a evitar a existência de oportunidades de arbitragem, ter-se-ão de 
verificar as seguintes igualdades: 
DAk + l) 
D^Xk) = ■h(k) 
A,(l) 
A.Al) 
Consequentemente, para modelizar a evolução da estrutura temporal de taxas de juro 
^sta agora definir as designadas funções de perturbação: h(k) e h*(k). 
Cra, facilmente se demonstra que as funções de perturbação têm de obedecer às 
Seguintes condições: 
\h{k) > 0 
1) /v , k =0, l,...,u;303 
|A*(Â:)>0 
2) h(0)=/i*(0)= l;304 e 
3) .T•//(^) + (l — /r)• h*(k) — 1 , ^ = 0,l,...,/í. 305 
^03 p 
304 ^ P^SSUPOStO (V). 
. 'dem. 
305p 
^-aso contrario existiriam oportunidades de arbitragem, conforme demonstrado no artigo Ho, T. S. 
■,eS. Lee (1986), pp. 1026-7. 
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Por outro lado, considere-se a função de desconto "Di Xk)" e simulem-se duas 
hipóteses de evolução da estrutura temporal de taxas de juro: 
Hipótese 1) Ocorrência de um movimento "positivo" seguido de um movimento 





x D. (k+l) , 
U P,.U,|(<H-l)= Q(|) -^Ó+l) 
li ^,(0 = 1^1.Mi) 
Diy(^+2) h{k + \)-h*[k) 
o.p) mTT 
Hipótese II) Ocorrência de um movimento "negativo" seguido por um 




H DMJ(k + \)=
D,Jp)-h^k + X) 
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P,vh'(k + l)h{k) 
D^ik+2) h*{k + \)-h{k) 
'' Dj2) ' ^(1) 
Mas. como as funções de desconto dependem, não da sequência em que ocorrem os 
niovimentos sobre a estrutura temporal de taxas de juro, mas apenas do número de 
movimentos verificado em determinado sentido, então 
D^ik + 2) h{k + l)-h*{k) Dii(k+2) h*{k + \)-h{k) ^ 
Dj2) Ml) ÕJY) HÕ ^ 
<i:>h(k + \).h*{k)-h*{l) = h*{k + [)-h{k)-h{\) 
h*{k)= f k=:0,l,...,n
306 
1 - K 
^ +!) = 1Z£^±'> |) Q 
1 — TC 1 - TC 1 — n 
+1) - ([l- ■" ■7r'Ml)] + ';r"(l- = (l ~ ^ '^(l) 'M^) ^ 
i i-/t-MQ l] 
^(^ + l) (l-/T)-/j(l)-/i(/í:) (l-/r)-/2(l)-^(^) 
<=>   l  - ^ +y ff > 1 
b(k + l) h{k) ' ' " 
sendo, 
1- K-h( l) K-[h[\)- l] 
(i-^)M0 7 (i-/t)-MI) 
f>f}ois, jfh{k) + {\- /t) ■ h*(k) = 1 , k = 0,1, 
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Ora, a equação anterior não é mais do que uma equação diferencial de primeira ordem, 
cuja solução geral é dada por 
h{k) = ^, sendo "a" uma constante. 
yT+ a-ri 
Todavia, a sujeição da solução geral à condição "Mo) = 1" determina que "a - 1 - /T" e 
portanto gera a seguinte solução única; 
\h(k) = 
L 
/T + ( 1 - T) • S 
Por outro lado, tendo em conta que ti- h{k] + {l - tt)-h* (A) = 1, obtém-se: 
~~~ * — + {l-Tr)-h*{k)= l o h*{k) = - 
h*(k) 
K + {\- /t)-ô 
Concluindo, para modelizar a evolução da estrutura temporal das taxas de juro basta 
aPenas estimar os parâmetros "ti" e "5". 
3.3.3.5.3. Algoritmo de aplicação do "Modelo AR" 
A determinação do valor de uma opção sobre uma obrigação através do modelo de Ho 
e Lee envolve a realização das seguintes etapas de resolução: 
^0) Modelizar a evolução da estrutura temporal de taxas de juro. 
1.1) Determinar /)„,(/:), /r = 0,1, 
A estrutura temporal de taxas de juro no momento de avaliação (í,) é 
conhecida e corresponde ao preço, nesse momento, de obrigações de 
cupão zero com valor nominal unitário e maturidades 
0-A/,l-A/,...,/t-A/. 
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1.2) Determinar Di^[k] 
i = 1,...,/» 
j = 0,1,...,/ 
k = 0, l,...,/i - / 
Para isso, 
1.2.1) Estimar os parâmetros "k" e "5". 
Tal é feito mediante a obtenção de estimativas para "tu" e "5" que 
façam com que os valores determinados pelo "modelo AR" para 
um qualquer activo transaccionável e dependente da taxa de juro 
coincida com os respectivos preços de mercado. Para isso, há que 
simular repetidamente a aplicação do "modelo AR" e, 
simultaneamente, ajustar continuamente as estimativas de "rc" e " 
5", até que a convergência para os valores de mercado seja 
atingida. Quando tal acontece, então as estimativas de "ti" e "5" 
poderão ser utilizadas para avaliar qualquer outro activo 
dependente da taxa de juro, através do "modelo AR".307 




k = 0,!,...,« 
h*{k) = 
5* 
7r+(l- n) ■ <5* (229) 
307t 1 rata-se, no fundo, de utilizar o método de estimação descrito no pé-de-página 288, a propósito dos 
tetros do modelo de Rendleman e Bartter. 
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1.2.3) Utilizar as fórmulas de recorrência (230) e (231). 
i = 0,...,/» - 1 
j = 0,1,...,/ 
k = 0,1,...,/»- / - 1 
(230) 
(231) 
-0) Determinar a "grelha binomial" de preços futuros da obrigação subjacente à 
Opção. 
2.1) Começa-se por considerar o valor da obrigação na sua data de 
vencimento, onde 
B..j= D,i(0)Vn = Vn 
(232) 
sendo. 
5,; = valor da obrigação subjacente no período " e para o "estado" "j"; e 
Vn = valor nominal da obrigação subjacente. 
2.2) E prossegue-se até à data de avaliação (período t0), por ordem 
cronológica inversa e através do processo iterativo dado pela fórmula 
(233). 
8,, = +(l-^)-B,.w+Cf, + 1 
Sendo 
/ - 0,1,...,/» -1 
j = 0,1,...,/ 
(233) 
Cfj+1 = cash flow gerado pela obrigação subjacente, no período 
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3o) Determinar o valor da opção. 
3.1) Começa-se por calcular o valor da opção na sua maturidade, o qual 
corresponde ao seu valor intrínseco. 
3.1,1) Opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
Cn-.j =CH-.j = max(^. y - A:,o) (234) 
j = 0,1,...,/!* 
sendo. 
ci J = valor de uma opção de compra "europeia", no período "ti" e para o 
"estado" "j"; 
Ci ) = \ alor de uma opção de compra "americana", no período "ti" e para o 
"estado" "j"; 
tn. = data de vencimento da opção; e 
X = preço de exercício da opção. 
3.1.2) Opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
= max(x- 5„.y.,o) (235) 
j = 0,1,...,«* 
sendo. 
Pt j = valor de uma opção de venda "europeia", no período e para o 
"estado" "j"; e 
P1I = valor de uma opção de venda "americana", no período "t" e para o 
"estado" "j"; 
3.2) E prossegue-se até à data de avaliação, por ordem cronológica inversa 
e comparando, em cada momento, o valor estimado pelo modelo para a 
opção com o valor de exercício do contrato. 
3.2.1) Opções "europeias" 
3.2.1.1) Opções de compra 
■i.j = max{o,Z)ii;(l)-[^-c.+w+1 +(l- *) 
/ = 0,1,...,/Í*-I 
y = 0,1,...,/ 
(236) 
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3.2.1.2) Opções de venda 
Pi.j = maxfo, Z),,y (1) ■ piW +(l-/r)-pi+Uj ]} 
j = 0,1,.z" 
(237) 
3.2.2) Opções "americanas" 
3.2.2.1) Opções de compra 
C.J = rnax >,.7 - X, (I) ■ [^cl+,y+1 + (1 - • c,+w]} 
3.2.1.2) Opções de venda 
i = 0,l,...,/i*-I 
j ~ 0,1,...,Z* 
(238) 
(239) 
^ote-se que quando o objectivo consiste em avaliar uma opção sobre uma "obrigação 
cupão zero", de valor nominal "Vn" e maturidade "tn", a metodologia anteriormente 
exposta revela-se extremamente expedita. Isto porque, uma vez modelizada a evolução 
da estrutura temporal das taxas de juro (Io passo do algoritmo apresentado) pode-se, 
de imediato, proceder à avaliação da própria opção, ou seja: 
') Determina-se o valor da opção na sua maturidade 
il) Opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
cn'.j =Cn-.j = max Vn - jin- n*)- X,0 , y = 0,l,...,/i 
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i2) Opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
P.-.j = pn- j =mz\ X-Vn-D^^n-n*)^ , y = 0,l,...,/i 
■i) E de seguida, prossegue-se até à data de avaliação, por ordem cronológica inversa e 
comparando, em cada momento, o valor estimado pelo modelo com o valor de 
exercício da opção. 
ii. I) Opções "europeias" 
ii. 1 1) Opções de compra 
, = maxfo.fl /ll-i ,T.c .lj.1 +(] - ,T) }■ 
i - 0, -1 
j — 0 ^ i ^.. •«/ 
ii. 1.2) Opções de venda 
Pt.j = max[ri, Dl j (l) ■ j^Tr- pi+uj¥i +(l - ■ P, 
i = -l 
J ~ 0,1,...,/ 
ii.2) Opções "americanas" 
ii. 1.1) Opções de compra 












ii. 1.2) Opções de venda 
P' j = max{.Y - Vn ■ Dt j(«-/),(l)• ^+W+I +{l-x)-Pi+l j] 
i i = 0,l,...,«*-! 
' y = 0,l,...,/ 
^Iri síntese, o "modelo AR" permite avaliar activos dependentes da taxa de juro em 
fttnçào da evolução estimada para a estrutura temporal de taxas de juro. Portanto, a 
festão essencial consiste em modelizar a evolução da estrutura a prazo de taxas de 
JUro. o que é feito de forma a garantir que os movimentos estocásticos dessa mesma 
estruiura não acarretem oportunidades de arbitragem.108 
308 
Dai o facto de se atribui a este modelo a designação de "AR", 
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Por outro lado, este modelo é também um modelo unifactorial, no sentido em que 
qualquer activo dependente da taxa de juro é avaliado em função da taxa de juro de 
curto prazo (isto é, a um período) prevalecente - D,;(l). 
Concluindo, trata-se de um modelo interessante na medida em que, não só requer a 
estimação de apenas dois parâmetros ("a" e "Ó") como também incorpora a informação 
associada à corrente estrutura temporal de taxas de juro -D0 0U ). Todavia, o "modelo 
AR" pressupõe que a volatilidade é igual para todas as taxas de juro, o que na 
realidade tende a ser contrariado pela evidência empírica.109 
309p 
com efeito, eeralmente as taxas de luro de curto prazo são mais voláteis do que as taxas de juro de 
'""So prazo 
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3.3.3.6. Modelo de Black, Derman e Toy 
3.3.3,6.1. Pressupostos 
Black. Derman e Toy110 desenvolveram um modelo unifactorial de avaliação de opções 
sobre TDP LP. em que, tal como no modelo de Ho e Lee, a única variável de "estado" é a 
taxa de juro de curto prazo (isto é, a taxa de juro a um período de tempo311) e que se 
baseia na estrutura temporal de taxas de juro correntemente em vigor no mercado. 
Contudo e ao contrário do que sucedia no modelo analisado anteriormente, o modelo de 
Black. Derman e Toy entra em linha de conta com o facto de a volatilidade das taxas de 
juro não ser constante ao longo do espectro de maturidades considerado. 
A dedução do modelo de Black, Derman e Toy ir-se-á basear nas seguintes premissas: 
0 O rendimento esperado, por periodo de tempo, é igual para lodos os activos; 
") As alterações das taxas de rentabilidade efectivas312 de todas as obrigações estão 
Perfeitamente correlacionadas; 
"O As taxas de juro de curto prazo possuem uma distribuição lognormal e evoluem de 
acordo com um processo binomial (com uma probabilidade implícita de 1/2);313 e 
Não existem custos de transacção. 
3.3.3.6.2. Algoritmo de aplicação do modelo de Black. 
Dennan e Toy 
^ avaliação de uma opção sobre TDP/LP através do modelo em estudo passa pela 
^ecução das seguintes etapas: 
'0) Determinar a "grelha" de taxas de juro futuras de curto prazo. 
taxas de juro futuras de curto prazo são determinadas em perfeita consonância com a 
Estrutura temporal de taxas de juro vigente no mercado, isto é, obedecendo ás taxas de 
^ Black, F , E Derman e W Toy. "A One-Factor Model of Interest Rates and Its Application toTreasury 
Ond Options". I-'iiuiik uiI . \nal\sts Journal, Janeiro-Fevereiro de 1990, pp 33-9 
^ Por exemplo, a taxa de juro a um ano 
^Bto e, das "yield to matunty" ou. abreviadamente, "YTM" 
fonforme demonstrado no quesito 3 2.2.2.6. as duas premissas são perfeitamente conciliáveis. 
245 
rentabilidade efectivas geradas pelas "obrigações de cupão zero de dívida pública" 
(OCZ/DP) para os diversos prazos e à volatilidade dessas mesmas "YTIVTs". 
Assim, sendo 
}'U') = YTM das OCZ/DP com vencimento dentro de "k" períodos: 
oU) = _ilL_T 
[i + rio] 
com. 
D(k) = preço de mercado de uma OCZ/DP com vencimento dentro de "k" 
períodos e valor nominal "Vn"; e 
o{k) = volatilidade da cotação das OCZ/DP com vencimento dentro de "k" 
períodos 
então. 
1.1) A taxa de juro actual de curto prazo ("r") corresponde à "YTM" das 
OCZ/DP com maturidade igual a um período de tempo, isto é, 
F(l) 
(240) 
1.2) As taxas de juro de curto prazo que poderão vigorar daqui a um período de 
tempo são estimadas tendo em conta que: 
i) daqui a um período de tempo, a taxa de juro de curto prazo pode, com igual 
probabilidade (1/2), subir para 'V " ou descer para "r,ou seja. 
1.2 * " 
2 ' 
ii) " ru" e "r," tém de ser tais que a "YTM" implícita à "árvore" de taxas de juro de 
curto prazo para uma OCZ/DP com maturidade de dois períodos de tempo seja 
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[i + r(2)]: 
= oil) 
' r N 
D(2) s \alor actual, implícito a "árvore" de taxas de juro de curto prazo, 
de uma OCZ/DP com maturidade de dois períodos de tempo e valor 
nominal "Vn". 
iii) O preço de um activo, num determinado período de tempo, corresponde ao 
valor actual do valor esperado para o preço desse activo no período de tempo 
imediatamente seguinte, pelo que 
k = 0 k = 1 k = 2 
D(2) = 
1 ' Vn 1 í l '" 1 + • 




1 + r. 
Vn 







Consequentemente, e V/' são obtidos mediante a resolução do seguinte 
sistema de equações: 
2 l 1 + r ) 2 [ l+r. , \ u ' \ d ' Vn 
[i + ríz)]2 
1.3) As taxas de juro de curto prazo que poderão v igorar daqui a dois periodos de 
tempo são estimadas atendendo a que: 
i) Daqui a dois periodos de tempo, a taxa de juro de curto prazo poderá assumir os 
valores "r.= "rJu" ou ou seja. 
ii) "V ," e "r^" têm de ser tais que a "YTM" implícita á "árvore" de taxas de 
juro de curto prazo para uma OCZ/DP com maturidade de três períodos de tempo 




D(3) = valor actual, implícito à "árvore" de taxas de juro de curto prazo, 
de uma OCZ/DP com maturidade de três períodos de tempo e valor 
nominal "Vn". 
iii) " b[ 3)" e dado por 
[ 1 f Vn 
-'.f 
l n j 'l í . i Vn j 1 Vn il 
12 i 1-'-„ 
1 
2 i 
■f r u 
1 + r , j Uil ' 1 
2 





/ \ ( \ 
1^1 \ r , •J' = —-In ud 
7 r r J \ ud v d- / 
Deste modo, "/■ ". "ru</" e são estimados mediante a resolução do seguinte 
sistema de três equações a trés incógnitas: 
li 
Vn 




l+r ud ' 
l r. 
= aj 3) 
ud \r. 'r.i- 
l + r 
í.f 
Vn 






[l + Kli)]' 
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Aplicando idêntico procedimento até ao fim do horizonte temporal de análise 
considerado31-4, obtém-se a estrutura completa de taxas de juro de curto prazo. Assim e 
generalizando a análise, a determinação das taxas de juro de curto prazo que poderão 
vigorar daqui a "k" períodos de tempo (com, /c = e T, s data de vencimento do 
kDP/LP subjacente) é feita tendo em conta que: 
0 Daqui a "k" períodos de tempo, a taxa de juro de curto prazo poderá assumir os "k+1" 
valores 
r
u*-'dj com. 7 = 0,1 k 
") As taxas de juro "r, " têm de ser tais que a "YTM" implícita à "árvore" de taxas de 
juro de curto prazo para uma OCZ/DP com maturidade de "k+1" períodos de tempo seja 
igual a "Y{k + l)" bem como a volatilidade de tal "YTM" seja dada por"o{k + l)", isto é. 
Vn 
D{k + l) *+l 
[l + F(A + l) 
r>-j 
= a(/r + l), / = 1 
u 'd — •In 
O-a. >♦1 \ u 
(241) 
sendo, 
D{k +1) s valor actual, implícito à "árvore" de taxas de juro de curto prazo, de 
uma OCZ/DP com maturidade de "k+1" períodos de tempo e cora um valor 
nominal igual a "Vn". 
lu) O preço de uma OCZ/DP, num determinado período de tempo, corresponde ao valor 
actual do valor esperado para o seu preço no período de tempo imediatamente seguinte, 
sendo igual ao seu valor nominal na maturidade, pelo que "D[k + l)" é obtido com base na 
•"esolução do seguinte processo iterativo em ordem a "D{ifi[k +1)"; 
314. , , 
•sto e. ate a data de vencimento do TDP/LP subjacente à opção em análise. 
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1 +1) 1  A.,.,(4+1) 
Ò..M 
2 
+i) = — 
l + j - 0,1,...,/ 
com. 
+ í) - Vn, y = 0,l,...,/c +1 
(242) 
sendo. 
D ;( £ + l) = valor, implícito à "árvore" de taxas de juro de curto prazo, de uma 
OCZ/DP com vencimento no período "k+1" e um valor nominal de "Vn", no 
período "i" e no "estado" "j". 
Concluindo, a estimação das taxas de juro de curto prazo que poderão vigorar daqui 
a "k" períodos de tempo (com, k = l,2,...,r2 e 7j = data de vencimento do TDP/LP 
subjacente) é efectuada através da resolução do sistema de (1+k) equações (241), 
sendo " D{k +1)" dado pela expressão (242). 
-#) Determinar a "árvore" de preços futuros do TDP/LP subjacente à opção. 
Para estimar o valor futuro do TDP/LP subjacente em cada "nó" da "grelha" de taxas de 
Juro futuras de curto prazo, 
2.1) Subdividir o TDP/LP subjacente numa carteira de OCZ/DP de modo a 
que: 
i) existam tantas OCZ/DP quantos os cash flows gerados pelo TDP/LP 
subjacente; 
ii) cada OCZ/DP possua um valor nominal igual ao montante do cash flow do 
TDP/LP subjacente a ela associado; e 
iii) cada OCZ/DP possua uma maturidade idêntica ao período de ocorrência 
do cash flow do TDP/LP subjacente a ela associado. 
Desta forma, o valor do TDP/LP subjacente, em cada período, irá corresponder à 
soma dos valores associados a cada uma das OCZ/DP. 
2.2) Determinar a "árvore" de preços futuros de cada OCZ/DP em que se 
subdivide o TDP/LP subjacente. 
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O cálculo do preço futuro de cada OCZ/DP em cada "nó" da "árvore" de taxas de 
juro futuras de curto prazo é feito através da aplicação da seguinte fórmula de 
recorrência; 
i Dj^M), i ... _ 
' f* ~~ k • m • • • M ^ 
DJk) = 




DkJ{k)=CFk, j = 0,1,..., A 
sendo. 
CFj s cash flow gerado pelo TDP/LP subjacente no período "k"; e 
d.M) = preço, implícito à "árvore" de taxas de juro de curto prazo, de uma 
OCZ/DP com vencimento no período "k" e um valor nominal de "CFkno 
período "i" e no "estado" "j". 
2.3) Determinar a "árvore" de valores futuros da carteira de OCZ/DP 
O valor futuro da carteira de OCZ/DP, em cada "nó" da "árvore" de taxas de juro 
futuras de curto prazo, corresponde ao somatório do valor de cada OCZ/DP 
pertencente à carteira para esse mesmo "nó", isto é, 
sendo, 
DC s valor, implícito à "árvore" de taxas de juro de curto prazo, da carteira de 
OCZ/DP, no período "i" e no "estado" "j". 
2.4) Determinar a "árvore" de preços futuros do TDP/LP subjacente à opção 
Para estimar os preços futuros da obrigação subjacente basta, em cada período, 
deduzir aos valores futuros da carteira de OCZ/DP associados aos diversos 
"estados" o cash flow liberto pelo TDP/LP subjacente nesse mesmo período de 
tempo, ou seja. 
(244) 
7 = 0,1,...,/ 
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' = o,i,...,r2 
j ~ Dij - CFI, •J j - O, 
(245) 
sendo. 
CF = cash flow gerado pelo TDP/LP subjacente no periodo "i"; e 
Bi i = preço do TDP/LP subjacente, implícito à "árvore" de taxas de juro futuras 
de curto prazo, no período "i" e para o "estado" "j". 
^0) Determinação do valor actual da opção. 
3.1) Começa-se pela determinação do valor da opção na sua data de 
vencimento, mediante a consideração do seu valor intrínseco. 
3.1.1) Opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
ct>.j = CT„j = niax(0,5r ; - x) (246) 
j - 0,l,...,7j 
sendo. 
c.7 = valor de uma opção de compra "europeia", no período "i" e para o "estado" 
"j"; 
C„7 = valor de uma opção de compra "americana", no período "i" e para o 
"estado" "j"; 
Ty = data de vencimento da opção; e 
X s preço de exercício da opção. 
3.1.2) Opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
^ = ^-max(o,X-ÍrJ 
y = o,i,...,r1 
sendo. 
(247) 
p, j = valor de uma opção de venda "europeia", no período "i" e para o "estado" 
T; e 
P . = valor de uma opção de venda "americana", no período "i" e para o "estado" 
"j". 
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3.2) E prossegue-se, até à data de avaliação (i = 0), por ordem cronológica 
inversa e confrontando, no caso das opções "americanas", o valor estimado 
pelo modelo com o valor intrínseco da opção. 
3.2.1) Opções "europeias" 
3.2.1.1) Opções de compra 
1 Cí+l,y+l ^ 1 C.+..7 
c _ 
2 1 + ru' W- 2 1 + ru'-' 'd' / = o,i,...,rI -i 
''' 1 + r, L-—— u -'d' 
n o
 
• • • 
(248) 
3.2.1.2) Opções de venda 
1 Pi + ltj + l . 1 P i+l,j 
2 1 + r 2 l + ^/.l-^J / = 0,1,...,7^ — 1 
1 + ru'~idj j ~ Oyt,,..,/ 
(249) 
3.2.2) Opções "americanas" 
3.2.2.1) Opções de compra 
C 1+1,7+1 i+i,y 
2 1 + r, 2 l + r 
C >BU-X max 
l + r, 'd' 
(250) 
/=o,i,...,r1-i 
j:= o, i,...,/ 
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3.2.1.2) Opções de venda 
1 P. <+l,y+t 1 Pi 
(251) 
■+w 
Píj = maxi 
2 1 + r, u"dJ" 2 1 + r, -jjj 
1 + r, -'d' 
1 = 0,1,...,^-! 
j = 0,li...»' 
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3.3.3.7. Modelo de Brennan e Schwartz315 
Todos os modelos da estrutura temporal das taxas de juro considerados até agora 
envolveram apenas uma variável estocástica (sendo por isso designados por "modelos 
unifactoriais"). 
Pelo contrário, o modelo de Brennan e Schwartz faz depender a "yield curve" de duas 
variáveis estocásticas independentes, a saber: 
- a taxa de juro de curto prazo ("r"); e 
- a taxa de juro de longo prazo ("1"). 
A taxa de juro de curto prazo corresponde à "yield to maturity" ("YTM") de uma 
obrigação de cupão zero de dívida pública ("OCZ/DP") com vencimento imediato, ou 
seja. 





B(r,l,T,J) s preço de uma obrigação cora um tempo em falta para o 
vencimento de "t" e que liberta, continuamente, um cupão de "J". 
Por seu turno, a taxa de juro de longo prazo é dada pela "YTM" de uma obrigação 
Perpétua, isto é, 
/= J 
Brennan e Schwartz pressupõem que "r" e "1" seguem os seguintes processos estocásticos: 
dr =/ur{r,l)-dt+crr{r,l)-dZr e d/=/r;(r,/)-d/+cr/(r,/)-£/Z/ 
sendo, 
Zr e Z, processos de Wiener-, 
£(dZ,) = £(<«,) = 0; 
Brennan, M. J , e E. S. Schwartz, "A Continuous Time Approach to the Pncing of Bonds", Journal of 
onktng and Finance, vol. 3, July 1979, pp. 133-55; Brennan, M. J., e E. S. Schwartz, "An Equilibnum 
; 'odel of Bond Pncing and a Test of Market Efficiency", Option Pricing, Lexinton Books, 1983, capitulo 
6-Pp. 125-51. 
^Pois. r,0) = e"r"c =>r = -r'0^ 
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E(dZ;) = E{dZ;) = dt: 
E(dZr -dZ,) = p-dt\t 
p = coeficiente de correlação linear instantâneo entre os dois processos. 
Assim sendo, estes autores deduzem a seguinte equação diferencial para o valor de uma 
obrigação de dívida pública ou para o valor de um seu produto derivado (nomeadamente 
para o valor de uma opção sobre um título de dívida pública de cupão zero -se J = 0- ou 
oão -se J ^ 0). em que "À." representa o preço de mercado do prémio de risco de curto 
prazo: 
• + p • crr • cr, • + - • af • f/; + (^r - A • crr) • F + 
af 
+ / - r • / • +Vr - r-V + J = 0 
Com base na equação diferencial anterior e para avaliar uma opção sobre uma obrigação 
de dívida pública é necessário: 
^0) Estimar os processos estocásticos de "r" e 'T*. 
Para este efeito, Brennan e Schwartz sugerem que os processos estocásticos, em tempo 
continuo e unicamente para efeitos de estimação, sejam dados por 
dr = [cr, +ô1 •(/-r)]-c(t + r-cr, ■dZr 
dl = l -[a^ + E ■ r + c2 ■ l) ■ dt + p- -dZ, 
de forma a que seja possível estimar, através do modelo geral de regressão linear317, as 
seguintes aproximações em tempo discreto: 




■4- e u 
—j = az +b2 +cz +e 2J 
Método de Aitken. 
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2o) Estimar o parâmetro "X". 
Tal é feito via "tentativa e erro". Isto é, arbitra-se um valor para o parâmetro "X" e utiliza- 
se o modelo para avaliar um qualquer activo transaccionável que seja função das taxas de 
juro ("r" e "1"); por exemplo, uma obrigação. Repete-se o procedimento anterior 
sucessivas vezes, corrigindo em cada etapa o parâmetro "X". até que o valor fornecido 
pelo modelo coincida com o valor de mercado do activo sujeito a avaliação. 
•3o) Avaliar a obrigação subjacente mediante a resolução da equação diferencial. 
Se a obrigação subjacente for uma OCZ/DP, então resolver-se-á a equação diferencial - 
Por exemplo, através do método das diferenças finitas- impondo a condição "J = 0" e 
sujeita à restrição 
B{r.l,0,0) = valor nominal da OCZ/DP subjacente. 
^0) Avaliar a opção mediante a resolução da equação diferencial. 
O valor de um qualquer tipo de opção sobre obrigações de dívida pública é encontrado 
Mediante a resolução da anterior equação diferencial, sendo que o factor distintivo do 
valor de cada tipo de opção reside nas restrições impostas à equação diferencial. Assim: 
0 o valor de uma opção de compra "europeia" sobre obrigações de dívida pública - 
c( 5, X, 7j)- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
1 j ^ f cr / \ 
2'a2rcrr+p-crr-arcH + --oj ■cl,+{/ur-À-ar)-cr+\ +l2 -r ■l\-cl+ct-r-c +J = 0 
""" Z \ J 
ajeita à restrição 
cTt{B,XJl) = max[5(r,/,T2-T„j)- X,0]. 
sendo, 
T2 = data de vencimento da obrigação subjacente; 
7j s data de vencimento da opção (cora, T{<T2);q 
X s preço de exercício da opção. 
u) o valor de uma opção de venda "europeia" sobre obrigações de dívida pública - 
p(B, ,V, 7j)- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
2'alr-prr^p-(Tr-(ylpri +~of ■/7(/+(/ir-Â-crr)-jpr+/2+/?, -r-p + J = 0 
Sujeita à restrição 
pTi (S, X, 7;) = max[ A- - S(r,/, r, - t; . y),o]. 
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■u) o valor de uma opção de compra "americana" sobre obrigações de dívida pública - 
Ct B, X, )- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
^•a:-C„+p.crr-Cr,-Crf+~af-C„+(yar-A-o-r)-Cr+í
0^/ + /2-r-/l-C,+Cf-rC + J = 0 
sujeita à restrição 
C,(i9, X,T\)> max[o, B{rJ, Tz X}, paraVr< Tv 
fv) o valor de uma opção de venda "americana" sobre obrigações de dívida pública - 
m S, A", 7j) - é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
+/
2 _r■/j-/> +/^-r■ P + J = 0 
sujeita à restrição 
P^B. X ,TX)> max[o,.V-B{r,l,T2 -/,>/)], para V/ < 7j. 
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3.3,4. Modelo de Ball e Torous 
O modelo de Ball e Torous3'8 pode ser encarado como uma adaptação do modelo de 
Black-Scholes destinada à avaliação de opções "europeias" sobre "obrigações de cupão 
zero" emitidas pelo Estado, num cenário de incerteza acerca da evolução das taxas de 
juro. Com efeito, estes autores ao pressuporem que a componente estocástica do 
rendimento gerado por uma OCZ/DP segue um processo estocástico designado por 
"Brownian Bridge Process", demonstram que o seu preço pode ser encarado como 
seguindo um movimento browniano geométrico, o que lhes permite adaptar facilmente o 
modelo de Black-Scholes à avaliação de opções "europeias" sobre tais titulos (sem, 
portanto, admitir que a taxa de juro de curto prazo é constante319). Note-se que, ao 
contrário dos modelos derivados da estrutura temporal de taxas de juro, Ball e Torous 
consideram como variável de "estado" o preço da OCZ/DP e não as taxas de juro. 
Com vista à dedução do modelo era análise, seja 
B(t:m) = preço, no momento "t" (com t e[0,m]), de uma OCZ/DP com vencimento no 
momento "m" e de valor nominal unitário. 
Tratando-se de uma "obrigação de cupão zero", então: 
Vme[0,+oo[ 
Por outro lado, considere-se o processo dado por; 
= In - In B(0;ni) 
em que, 
= rendimento logarítmico proporcionado por uma OCZ/DP cora vencimento no 
fomento "m", ao fira de "t" períodos de tempo. 
Pacilmente se constata que tal processo está sujeito a duas restrições, nos momentos t = 0 
e t = m: 
l8Ball, Cliffbrd A., e Walter N Torous, "Bond Price Dynamics and Options", Journal of Financial and 
Quantitativn Analvsis, vol, 18, n0. 4, Dezembro de 1983. pp, 517-31. 
319^ ' 
brande diferença -e vantagem- deste modelo relativamente ao modelo de Black-Scholes. 
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4f,m) = In 
B{f,m) 
B{0,m) 
i) momento "0": /r(0;m) = O320; 
•i) momento "m": n{m\m) = - In Z^O;/^321 
Deste modo, 
lÁni) = rendimento logarítmico por unidade de tempo, proporcionado pela detenção em 
caneira e até à maturidade de uma OCZ/DP com vencimento no momento "m": 
, , -lnv5(0;/«) 
Ám) = ——- =  
m m 
e 
= rendimento logarítmico determinístico proporcionado, ao fim de "t" períodos de 
tempo (com t < m), por uma OCZ/DP com vencimento no período "m". 
Consequentemente, n{t\m) engloba uma componente determinística e uma 
componente estocástica designada por " 




= rendimento logarítmico extraordinário proporcionado, ao fim de "t" períodos de 
tempo, por uma OCZ/DP com vencimento no momento "m". 
Como ;r{0;w) = 0 e =-In 5(0;m), então também o processo estocástico 
{t e[0,/w]} está sujeito a duas restrições, nos momentos t = 0 e t = m: 
') momento "0": ^{0;/w) = O322, 
3J0 Pois. /ijO;/») = In 
i5(0;m) 
= ln(l) = 0. 
"'Pois, n{m\m) = In B{m:ni) -\n = ln(l)-ln j5(0;/«) 
^'Pois. r^0\m) = 40;/n)-/i(o)-0 = 0-0 = 0. 
In B{0\m). 
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ii) momento "m": r^m\m) = O323. 
Ora, como r^nun) = 0, então ao invés de se admitir um movimento browniano standard, 
pode-se considerar, por hipótese, que " rf,fjn)" segue o denominado "Brownian Bridge 
Process"324 (o qual não é mais do que um movimento browniano standard com uma 
condição terminal). Consequentemente325, r^t\m) pode ser representado por: 
= - -—-—+ o-dZ com, dZ r\ N{o,yfdt) 
1 -1 
Por outro lado, como 
In 
B[0\m) 
n{f.m) = ^{111)-!+ rfytjn) 
então, aplicando o Lema de ÍTO\ 
dB([:ni) = 
r^t\m) âB{t\m) ^ âB[t\m) ^ 1 





■dt H ; r-a-dZ 
c\ sTÍt\rn) 
323Pois, rjjn\rn) = iu{m) -m = - In 5(0;m) - [-In j5(0;w)] = 0. 
324Isto é. r^f.m) = cr- sendo "cr" o desvio-padrão instantâneo do rendimento logaritmico 
extraordinário e { ^s): s e[0, l]} tal que: 
Ó ^0) = 0 com probabilidade 1; 
s 6 [O, l]} é um processo de Gauss com 
£[^5)] = 0 e £:[^51.)-i4^)] = 5(.-(l-5j, 0<5,.<^<l;e 
"i) ^l) = 0 com probabilidade 1. 





rit-m) l ^ \ 
 + u\ m]-\ cf 
\-t ■ 2 
• \-dt +[cr- fil/;/??)] dZ 
tf r{t:m)= n{t jn)- u(m)-t = \n 
B[t\m) 
B{Q\m) 








+ ju{m) -t 
\-t 
■B{t,m); e 
Assim sendo, o modelo de avaliação de uma opção de compra "europeia" sobre uma 
OCZ/DP pode ser facilmente obtido mediante a consideração dos pressupostos associados 
3o modelo de Black-Scholes, com excepção: 
0 do pressuposto referente ao processo estocástico seguido pelo activo subjacente, o qual 
ó substituído por 









- nim) ■ 5(0;m) •exp[/2(/w) • t = /j[m) ■ B{t\m). 
B{t\m), 
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  2 1 - / 
m s data de vencimento da OCZ/DP subjacente 
ii) e do pressuposto referente ao comportamento da taxa de juro sem risco, o qual é 
substituído por 
dB{tj) = aTB[tj)-dt + (TT-B{tj)-dZ 
com. 
T = data de vencimento da opção 
com, E[dZ[t:m)-dZ{fj)\=p-dt. 
Tal significa então que o modelo de Ball-Torous para opções de compra "europeias" pode 
ser deduzido através da substituição, na correspondente fórmula de Black-Scholes 
(equação n0 63). de; 
i) "S" por "Vn ■ (com Vn = valor nominal da OCZ/DP subjacente); 
•i) e'" ' por 5(/;r); e 
iii) cr por v = joi + crT-2-p-om ■ ctt . 
t)e facto. 
S, = Vn ■ B[t\m) 
e'r': = B{tj) 
Jl 
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Vn ■ = preço, no momento "t", da OCZ/DP subjacente; 
B{t:T) = preço, no momento "t" (data de avaliação), de uma OCZ/DP de valor 
nominal unitário e com vencimento na maturidade da opção; 
Vn s valor nominal da OCZ/DP subjacente; 
X = preço de exercício da opção; e 
r= T-t. 
Para obter o valor de equilíbrio de uma opção de venda "europeia", basta aplicar o 
seguinte teorema de paridade "put-caU"129: 
c,[5(r;m), ^ T] - p, [B{t-m), X, T] = Vn ■ B{f,m) - X ■ B{f, T) 
í (252) 




e~r'z = B[t\7") =í> r ■ r = -In 
Adaptação da expressão (56) aos pressupostos de Ball e Torous. 
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V 
MODELO DE BALL-TOROUS: 
OPÇÕES DE VENDA "EUROPEIAS" SOBRE OCZ/DP 




Tal como no modelo de Black-Scholes, a aplicação das fórmulas (252) e (253) requer 
somente a estimação prévia de um parâmetro, a saber; o parâmetro "v". Para o efeito, Ball 
e Torous sugerem a utilização do seguinte estimador330: 
sendo. 
v = estimador do parâmetro "v"; 
xi = rendimento gerado, no período "i", por uma OCZ/DP cora vencimento no 
momento "m"; 
vr, =5 rendimento gerado, no período "i", por uma OCZ/DP com vencimento no 
momento "T"; e 
r = número de períodos considerados na estimação do parâmetro "v". 
Em síntese, o interesse do modelo de Ball e Torous reside no facto de este fornecer 
fórmulas de avaliação analíticas "fechadas" e envolver somente a estimação de um único 
parâmetro. 
Mo entanto e para além do facto do modelo em análise apenas ser aplicável a opções 
"europeias" sobre "obrigações de cupão zero" emitidas pelo Estado, Ball e Torous ao 
assumirem que a componente estocástica do rendimento gerado por uma OCZ/DP segue 
um "Brownian Bridge Process", pressupõem então que a variância da taxa de rendimento 
da OCZ/DP (a) é constante ao longo do tempo. Ora, segundo Schaefer e Schwartz tal 
significa que a variância da "YTM" da OCZ/DP aumenta sem limites à medida que a 
obrigação se aproxima do seu vencimento. Com efeito, como: 
3;,0Ball, Clifford A., e Walter N. Torous (1983), pp. 530. 
(254) 
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i) cr= —-ct sendo 
B cy 1 
a = desvio padrão da taxa de rendimento da obrigação; 
B = preço da obrigação; 
y = "yield to maturity" da obrigação; e 
cr>. = desvio padrão da "yield to maturity" da obrigação. 
1 1 <%í n) D = , com 
B cy \ 
D 3 duração de Redington. 
Então, 
cr 
Gy ~ ~D 
pelo que. à medida que o tempo em falta para a maturidade da obrigação vai diminuindo, a 
sua "duration" também decresce e. uma vez que "a" é suposto constante, "av" aumenta. 
33,Pois, assumindo que dy = fiv[y,t)-dt + (Jv[y,t)-dZ 
S = B(y,t), vem: 
então, aplicando o Lema de ITO a 
dB_ 
B 






^ra, a não é mais do que o desvio padrão de 
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3.3.5. Modelo de Schaefer e Schwartz 
Schaefer e Schwartz332 desenvolveram um modelo unifactorial, cuja variável de "estado" é 
dada pelo preço da obrigação subjacente à opção333 (ao contrário do que sucede com os 
modelos decorrentes das teorias de equilíbrio da estrutura a prazo das taxas de juro) e que 
(ao contrário dos modelos de Black-Scholes e de Ball-Torous) assume que o desvio 
padrão da taxa de rendimento da obrigação subjacente é proporcional à sua "duration". 
No fundo, o modelo de Schaefer e Schwartz não é mais do que uma adaptação do modelo 
de Black-Scholes ao facto de a variância da taxa de rendimento de uma obrigação variar 
ao longo do tempo. 
3.3.5.1. Pressupostos 
A utilização do modelo de Schaefer e Schwartz envolve a aceitação das seguintes 
premissas: 
i) Os mercados de opções e de obrigações (do Estado) não envolvem quaisquer custos de 
transacção, sendo os diversos títulos perfeitamente divisíveis; 
ii) Os investidores são racionais e portanto não existem oportunidades de arbitragem; 
tii) A taxa de rendimento sem risco é constante durante a vida da opção e igual a "r" por 
unidade de tempo. Trata-se obviamente de um pressuposto questionável pois, conforme já 
foi referido, não só contraria o carácter estocástico da variação do preço de uma 
obrigação ao longo do tempo como também não é confirmado pela evidencia empírica. No 
entanto, esta assunção é justificada; não só pela relativa aderência à realidade patenteada 
Pelo modelo de Black-Scholes (o qual, recorde-se, parte de idêntica premissa); como 
também pela necessidade de simplificar a análise pois, caso contrário e tal como acontece 
eom os modelos de avaliação decorrentes das teorias de equilíbrio da estrutura a prazo das 
taxas de juro, haveria que estimar o processo estocástico das taxas de juro de curto prazo, 
0 prémio de risco de curto prazo e também os preços da obrigação subjacente 
correspondentes às restrições na maturidade impostas à equação diferencial do valor da 
0Pçào. Em suma, a hipótese em causa justifíca-se pois, "a validade de um modelo deve ser 
Julgada, não em função da verosimilhança dos seus pressupostos, mas sim tendo em conta 
0 seu grau de ajustamento à realidade"; 
tv) O preço da obrigação subjacente segue um processo de ÍTO, isto é. 
'''Schaefer, S. M., e E. S. Schwartz, "Time-Dependent Variance and the Pricing of Bond Options", The 
Journal of Finance, vol. XLII, n0 5, December 1987, pp. 1113-28. 
A taxa de juro de curto prazo é suposta constante. 
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= li{Bj)-dt + o{Bj)-dZ 
B 
sendo, 
B = preço da obrigação subjacente; 
= taxa de rendimento instantânea da obrigação subjacente; 
= taxa de rendimento instantânea esperada para a obrigação subjacente; 
ct s desvio padrão da taxa de rendimento instantânea da obrigação subjacente; e 
Z um processo de Wiener. 
v) A obrigação subjacente gera, continuamente, um cupão no valor de "J"; e 
vi) O desvio padrão da taxa de rendimento da obrigação subjacente é proporcional à sua 
"duration", ou seja, 
a{5,r) = .D(S,/) 
sendo, 
a e k. constantes; e 
D{B,t) = duração de Redington: 
Yt-CF. -«T" 
D{Bj) = ^  
B 
com, 
CFI = cash flow gerado pela obrigação subjacente no período "t"; 
y = "yield to maturity" da obrigação subjacente; e 
B CF, -e'" = valor de transacção da obrigação subjacente. 
/ 
^ anterior fórmula assumida para o parâmetro CT(B,t) resulta unicamente da evidência 
empírica, já que com base em dados relativos aos títulos de dívida pública do Reino Unido 
e mediante a estimação da expressão 
<y = a+h-D + e (com £r^M(0,\) e sendo "a" e "b" constantes) 
0s autores verificaram que a "duration" explicava uma grande parte da variabilidade do 
Parâmetro a(B,t)334 e portanto assumiram a "duration" como sendo uma boa medida do 
desvio padrão da taxa de rendimento de uma obrigação. 
qualquer forma, assumindo-se como variável a variância do processo estocástico da 
obrigação subjacente, é agora possível ter em conta a alteração processada sobre as 
oaracterísticas dessa mesma obrigação à medida que esta se aproxima da sua maturidade, 
34Mais exactamente, Schaefer e Schwartz chegaram a um coeficiente de determinação de R' = 94%. 
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•sto é, já é possível ter em conta o facto de a variância da taxa de rendimento de uma 
obrigação diminuir à medida que esta se aproxima da sua data de vencimento"5. 
3.3.5.2. Equação diferencial fundamental 
Atendendo à equação 
dB = u - B-dt + o{Bj)- B-dZ 
e aplicando o Lema de ITO à função 
V = V(B,t) = valor de uma opção sobre uma obrigação de dívida pública 
vem. 
dV = 
3 o 3 1 <?r o2 Vo \ 5 + — + --B -cr(B,t) 
cB ã 1 cB' 
rV 
■dt+ — -B-o{B,t)dZ 
cB 
Por outro lado, sendo 
H = valor de uma carteira composta por: 
i) uma posição "curta" sobre uma opção de obrigações de dívida pública; e 
ii) uma posição "longa" sobre obrigações de dívida pública, 
então 
FI = -F +—-B 
ÕB 
Pelo que. 
dfl = variação do valor da carteira no espaço de tempo "dt": 
LyJ/ 
du = -dv +~-{dB + J-dt) 
cB 
Portanto, 
teoricamente, este fenómeno é explicado pelo facto de o preço de uma obrigação convergir para o seu 
vaJor nominal na sua data de vencimento. Contudo, Ho e Lee contrapõem que existe ainda um outro efeito 
^ sinal contrario sobre a volatilidade do preço de uma obrigação, o qual pode superar o primeiro efeito 
Aferido anteriormente: à medida que a obrigação se aproxima da sua data de vencimento, também 
autnenta a incerteza associada à estrutura temporal de taxas de juro em vigor nessa mesma data. 
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r 
dn = -dv +—\dB+jdí) 
cB 
dV 
cV âV 1 ?V d2 Un . 
-—■u-B + — + T-B -cri Bj) 
cB cl 2 cB2 




cl 2 cB cB 
■dt 
Mas, como dO não depende de dZ, então H é uma carteira sem risco, pelo que deve 
proporcionar uma remuneração idêntica à taxa de rendimento sem risco ("r"): 
dU. = r -li-dt 
dn = - 
cl 1 d2 wD . <?V âV r 
— + -■ B' ■cr[Bj)  J 
a 2 cB' cB 
■dt li 
av 
n = -v+—-B 
cB 
\-Bl-cr{B.t)~ + [r-B-j)- — -r-V = Q 
2  âB1 a 
(Equação diferencial fundamental) 
sendo, 
o{Bj) = k-B'I-x -DiBd) 
Portanto, o valor de um qualquer tipo de opção sobre obrigações de dívida pública 
(opções de compra ou de venda; e opções de tipo "europeu" ou "americano") é 
oncontrado mediante a resolução da anterior equação diferencial, sendo que o factor 
distintivo do valor de cada tipo de opção reside nas restrições impostas à equação 
diferencial. Assim; 
i) o valor de uma opção de compra "europeia" sobre obrigações de dívida pública - 
c{B, X,T]- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
-■B2 ■(r{B,t)-^- + {r-B-j)- — -r-c = 0 
2 cB2 a 
sujeita à restrição 
ct{B, X,T) = max(0,57. - X). 
271 
ii) o valor de uma opção de venda "europeia" sobre obrigações de dívida pública - 
p{ B. X, T)- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
2 cB1 a 
sujeita à restrição 
pr{B,X,T) = max(0, .V-i5r). 
iii) o valor de uma opção de compra "americana" sobre obrigações de dívida 
publica -C(B. .V, r)- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
-• ■ cr (5./)+ (r ■ 5-y)• —-r-C = 0 
2 cB1 a 
sujeita à restrição 
C,{5, X.T) > max(0,j5, - .V), para V/ < T. 
iv) o valor de uma opção de venda "americana" sobre obrigações de dívida pública 
-P{B, X. T)- é obtido resolvendo-se a equação diferencial 
-■B2 ■cr(õj}-^-Ç- + (r-B-j)-^-r-P = 0 
2 cB2 a 
sujeita à restrição 
/^(5,X,r)> max(0, A'-5,), paraVí<r. 
3.3.5.3. Estimação dos parâmetros "k" e "a" 
Com excepção da função a(B,t), todos os parâmetros presentes na equação diferencial 
fundamental são idênticos aos parâmetros do modelo de Black-Scholes e são directamente 
observáveis. 
Contudo, cada vez que se calcula o valor de uma opção através deste modelo é necessário 
determinar o valor de a(B,t), o que é feito por intermédio da aplicação da equação 
o{B,t) = k-Ba-'-DiBa). 
Ora, para tal é imprescindível estimar os parâmetros "k" e "a", o que pode ser feito 
através da seguinte regressão: 
In cr = In ^ + (a - l) • In ,5 + In D + 6' 
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Em suma, este modelo envolve um grau de complexidade superior ao do modelo de 
Black-Scholes, mas fornece resultados mais verosímeis particularmente quando se 
tratam de opções cujo tempo em falta para a maturidade constitui uma parcela 
significativa do tempo de vida da obrigação subjacente (pois, nestes casos o 
pressuposto de invariabilidade de "cr" é menos realista). Pelo contrário, face a opções 
com um reduzido tempo em falta para a maturidade e sobre obrigações com um 
longo tempo de vida, o modelo de Black-Scholes constitui uma boa base de 
aproximação do valor de tais contratos."6 
3.3.5.4. Fórmulas de avaliação do modelo de Schaefer e Schwartz 
Infelizmente, o modelo de Schaefer e Schwartz não possui uma solução analítica fechada. 
Mo entanto, ele poderá ser facilmente resolvido mediante a utilização de um método 
numérico, nomeadamente o método das diferenças finitas137. 
Para o efeito, considere-se; 
com, / = 0,...,// 
e em que. 
50 = 0; 
S(l s cotação da obrigação subjacente acima da qual VB tende para 
zero, no caso de uma opção de venda, ou para a unidade, tratando- 
se de uma opção de compra; e 
h=(B,-B,)ln = BJn 
'i=j-l com, j - 0...,m 
e em que. 
= data de avaliação; 
s T s data de vencimento da opção; e 
e 
y{B,t) = = Vj j 
36Mais ainda, os autores constataram também que as diferenças entre os modelos de Black-Scholes e de 
Schaefer-Schwartz ao nível do parâmetro delta () são bastante menos importantes do que as 
diferenças registadas sobre o valor da opção. 
7Vide ponto 3 2.2.3. 
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3,3.5.4.1. Aproximação explícita às diferenças finitas 
Assim sendo, efectuando na equação diferencial fundamental 
as substituições 
r. -'■-J/2'""8; 
5 = / • Zí; e 
<y{B,t) = k-{i-h)" ^ ■ D^j com, 
= ———7  e A/.; ^CFre-^=i-h 
''" t>tl 
obtém-se um conjunto de sistemas de equações às diferenças, o qual constitui uma 
aproximação explícita à anterior equação diferencial; 
1 , v -i.v 4.1' , ^ v —V y -i' 
^■iih)- k (i h)'"l Díj- '+UJ " !•' '^L + (r-i h-J . iík +^i 'JzL-r.y = q339 2 '•/ h2 x '' 2h l 
í 
38Média aritmética simples entre uma diferença finita "backward" e uma diferença finita "forward", isto 
j 
l' = I ' 
representa o cupão gerado pela obrigação subjacente no período "tj 
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APROXIMAÇÃO EXPLÍCITA ÀS DIFERENÇAS FINITAS DO VALOR DE 
UMA OPÇÃO SOBRE OBRIGAÇÕES DE DÍVIDA PÚBLICA 
= 
Q ,t/ b 'V c • 'V• 
i = 1 
y = 
sendo. 
k l-ia+1 • ha ■ D^j -r i h l + Jj l 
(2 — 
,J ih 
k l ia+1 ■fta D^+r-i-h l-Jj-l 
'•J Ih 
e em que, 
YJt-CFt-e"
yi' 
D ='>'1 e y,/. VCF, 
i h á; 
11 
T 
3.3.5.4.2. Aproximação implícita às diferenças finitas 
Em alternativa, se na equação diferencial fundamental 
YB1-al[Bj)-VBB+[rB-j)-Vl-r-V = 0 
forem efectuadas as substituições 
kA^-KA/I"0-, 
''"'"Única alteração relativamente ao método anterior. 
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5 = /•/?; e 
cr{B,t) ■= k-{i-hY ^ ■ Di j com. 
T.'cf. 
D 
/ -h « >V
: T,CFre"'-"-b 
obtém-se um conjunto de sistemas de equações às diferenças, o qual constitui uma 
aproximação implícita à anterior equação diferencial: 
— ■[i-hY -kM-h] ■ Z),, • — 
V , - 2-V +V ~ t.j 
h 
v.,. -r . r.-f / j-l.; , i.; + l •.,! 
2h 
+ -r-F , =0 
tf 
aproximação implícita às diferenças finitas do valor de 
cma opção sobre obrigações de dívida pública 
d -y +e .y + f .y =y '.J r 1-1,7 ',j i+l,y K1, y+» 
sendo. 
í/ = 
-k l ia+l h" D^+r i h l-Jj l 
Ih 
ei j = í + r ■ l + k ■ l • i"*1 • h"'1 • Di j 
A> = 
-k ■ l• ia+l ■ ha • Di j - r-i■ h-1 + Jj -l 
Ih 
e em que. 
Y.tCF.e"- ■yi.i 
i = 1 
j = 1 
/)   
ih 
e X,.: Y^CF, ■e~,'y'J = i h 
(256) 
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3.3.5.4.3. Metodologia de resolução das equações (255) e (256) 
Conforme já foi referido, a escolha entre uma aproximação explícita ou implícita não é 
irrelevante em termos de operacionalidade e de rigor, pois enquanto a primeira não 
assegura a convergência da solução numérica para a solução da equação diferencial, já a 
segunda envolve a resolução simultânea de um conjunto de equações lineares. 
De qualquer modo, em ambos os casos o problema de determinação do valor de uma 
opção sobre obrigações de dívida pública é inicializado na data de vencimento da 
opção (isto é. para j = m), uma vez que o conjunto de valores Vijn (i = 0,...,n) é 
conhecido: 
- opções de compra ("europeias" ou "americanas") 
i h-X <^i>X/ 
()<=/< 
i = 0, n (257) 
h 
- opções de venda ("europeias" ou "americanas") 
X-i h<=i<X 
V 0, n 
i > 
(258) 
Posto isto, a resolução do problema prossegue iterativamente e por ordem 
cronológica inversa (ou seja, aumentando o tempo era falta para o vencimento da opção), 
mediante a utilização, para valores de "j" sucessivamente menores, da equação 
(255) -aproximação explícita- ou (256) -aproximação implícita- e das expressões 
34 
'■J 
para j = 0,..., m 
(259) 
V -V = h™2 r n,j r n-Uj " 
para j = 0,..., m 
(260) 
341 Pois, V = 0 para B = 0, no caso de uma call. 
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no caso das opções de compra ("europeias" ou "americanas"), ou das fórmulas 
K., = 
para j = 0,m 




para j = 0, m 
(262) 
tratando-se de opções de venda ("europeias" ou "americanas"). 
Repare-se que, ao contrário do que sucedeu aquando da aplicação do método das 
diferenças finitas às opções sobre futuros, os parâmetros das equações às diferenças (ai J, 
b^j e ci j ou di j, ej j e f j) variam agora não só com a cotação da obrigação subjacente 
mas também com o tempo345, pelo que terão de ser previamente calculados para cada um 
dos pontos do espaço (i,j). Ou seja, a aplicação deste método à avaliação de opções sobre 
obrigações, no contexto do modelo de Schaefer e Schwartz, é bastante mais complexa. 
Tratando-se de opções de tipo "americano", era cada etapa do processo iterativo de 
resolução, é ainda necessário impor a observância das seguintes condições de 
exercício antecipado: 
- aproximação explícita 
- opções de compra "americanas" 
'V-l max k, •O'-*-* 





'Uma vez que, lim V= \Vn j -Vn_x^ jh = 1, onde V representa o valor de uma call 
Pois. V = X para B = 0, tratando-se de uma opção de venda. 
l4"4Dado que, lim VH{B,t) = [F ; - Fi_1 ^ j^Z/i = 0, onde V representa o valor de uma put. 
34S. .. li-**™ 
v isto que a "duration" de uma obrigação varia ao longo do tempo. 
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- opções de venda "americanas" 
K.^ = max (a,. ■ K.I<y + è,. . • l/. . + c,. • Vi+lj),X~i-h 
j = 
(264) 
- aproximação implícita 
opções de compra "americanas" 
= max j K,.. - d., ■ ■ )/c,j 
i = - 1 
j = 0,-1 
opções de venda "americanas" 
(265) 
^ = max j ^ ■ K-w - ^ )/«v .x-i-* 
/ = - 1 
j = 0,- 1 
(266) 
O processo de resolução só termina depois de calculados os valores í/,,.?l|/2,, 
sendo que o preço procurado para a opção corresponderá ao valor Vi t, tal que i.h = 
cotação actuai da obrigação subjacente. 
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3.3.6. Conclusões 
Os diferentes modelos de avaliação de opções financeiras "on the spot" sobre obrigações 
de dívida pública apresentados diferem, na sua essência, ao nível dos pressupostos 
assumidos. Contudo, a escolha do melhor modelo de avaliação deve ser feita tendo em 
conta, preferencialmente, a sua qualidade de ajustamento e não tanto em função da 
verosimilhança dos pressupostos adoptados. 
Infelizmente, no caso português a inexistência de um mercado de opções sobre títulos de 
divida publica impõe a postecipação da realização de testes empíricos conducentes à 
determinação dos modelos de avaliação mais adequados para cada tipo de opção. 
Consequentemente, por agora apenas é possível confrontar os diversos modelos de 
avaliação atendendo à sua consistência teórica e à operacionalidade subjacente à sua 
utilização prática (a qual será tanto maior quanto menor o número de parâmetros que seja 
necessário estimar e caso o modelo possua uma fórmula analítica "fechada"), de onde se 
conclui que: 
i) A avaliação de opções "europeias"146 sobre obrigações de cupão zero de dívida 
pública147 poderá ser facilmente efectuada através do modelo de Ball e Torous, pois 
tal modelo encerra uma fórmula analítica "fechada", envolve somente a estimação de um 
parâmetro (tal como o modelo de Black-Scholes) e, ao contrário do modelo de Black- 
Scholes, não pressupõe a existência de uma estrutura temporal de taxas de juro "flat"; 
ii) A avaliação de opções "europeias" com um reduzido tempo em falta para a 
maturidade e sobre títulos de dívida pública "com cupões" de elevado tempo em 
falta para o vencimento poderá ser feita mediante o recurso ao modelo de Black- 
Scholes, uma vez que será possível utilizar fórmulas analíticas fechadas contornando os 
pressupostos de inalterabilidade das taxas de juro (opção com uma vida curta) e da 
volatilidade do preço da obrigação subjacente (obrigação com uma vida longa); 
iii) Em todos os restantes casos, nomeadamente ao nível da avaliação de opções 
"americanas" sobre obrigações de dívida pública, a solução poderá consistir na 
utilização do modelo de Black, Derman e Toy. Isto porque, não havendo nenhum 
modelo que forneça fórmulas analíticas "fechadas" para os casos em estudo, então faz 
sentido recorrer ao modelo que envolva um menor número de parâmetros a estimar e que 
possua uma maior consistência teórica. Em termos do número de parâmetros a estimar, o 
modelo de Black, Derman e Toy supera qualquer outro modelo derivado das teorias da 
estrutura temporal de taxas de juro bem como o modelo de Schaefer e Schwartz. Sob o 
ponto de vista teórico, constata-se que o modelo sugerido, por exemplo ao contrário dos 
modelo de Ho e Lee ou de Rendleman e Bartter, considera a variação da volatilidade das 
346Bem como de opções de compra "americanas". 
Ou sobre títulos de divida publica cujo proximo cash flow vincendo ocorra somente após o vencimento 
da opção 
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taxas de juro ao longo do tempo, e, ao invés do que sucede com o modelo de Schaefer e 
Schwartz, não pressupõe a inalterabilidade das taxas de juro. 
Para terminar, nunca é demais realçar que as ilações anteriormente expostas revelam ura 
caracter meramente provisorio, já que carecem de verificação empírica. 
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